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�)����

,���� � ��� �����-�� �'����� ���� ������.� ���'�����

��� �*����+ ���������. � ����� (����� ������. ����� /'�
����& ��	������& ��-���� �������0
 1(.� '�(������ �.��
(��2 '���� '���-����� �������	� ��� � ����)�����	� '����
�������� ���������+&  ��-� �'���3�������2 �������� ���
�������+ � ��'������.� �������

4��������+ ���)�����25 ��� �������� ��& ��� ��� �'���

��� ������. ����� ��'��2(��� �����(� ���)���.� 	���
����
 6*���� ����� '�� �'����� � ��� ��������
���� �� ��(��2�� �.��� �( ��������	� ��������� � 	���
����� �'����2��	� ���
 7����� ���+ 	������� �����
������� ������������� 	��''� ������� �'��������.� ����� �
�)8��� ���+�����
 9��������. � 	������� �����'�����
��)-��. ���)����& ��� '����������� �'���) ���(�2 � ����
��������5 ��'�������2��5 ��3�����5 � �'����� '����
����������& '����������� � ���� ����)�����	� ����� � �
�

:-��� '����� ��-�� ���)���2 ������ �������)� ���)��
��� � �����8�� � �	� ����� ����������� � �'��.��2 '�����
���� �� '���)�(����� ��� �.�������� ���	����	� ��� ����
	�	� ���)�� � �.������	� ���������& ��� �)��'������ ��(�
��-����2 �'��������� �(����.� ����������� ����� '����
��'���������� ���)���.� (�����+ ;���(� �����< '� �����
�� �.���
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�����& �����& '���'�����5��� '�'.��� ��*������ �(.� �
>��+ ���25 #�%& � ��� ����� '���� �������� � ��� ��(��-�����
��(��� �����+ ����������������+ ����(���

1(.� �'����� �������� �*���.� ����� λ�?@� #A% �(�
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��� ������	�
 �����
� �	������������� ����� �������� � ����!�
!�"#$%&� '%& ��!$��%�( )���%�!&*�( *%����"+�� �( & *%���,
)�$�-��*�%%�( !��#+ ��*)&���&&.

/ �!%� � λ,012 ��3&� )�%��&� 4!)&!�� ���&!��� +5 )���#$67
�012� 08���� 1��	��� 2����� �����+( *�3%� &%���)���&�� $��
�$� !)&!�� 9��*�%�$�%+5 �)��$�&(. :$* λ,012 *�3%� �$!!*$�,
�& $�� �$� *��$�"+�� )�" ����;&(  !�$ %&����%� ��*)$��%�(
-��*� �)&!+ $�� !��3%+� ��*<&%$�&& 012, +�$3�%&(. =�&
9��* �!';�!� ����!� ��%����� �&)� %$ �!%� � &5  + �#$  !)�,
�&$��%�( �&)� �( !&!��*�� 6��  !�'6$� '!)�5$ �$�$%�&�'�� -��,
*$��%'� �������%�!��.

>�!*���� %$ ��%��)�'$��%'� ����!�%�!��� λ,012 %� )��#�,
!�$ ���� !��#!� #�� &!6��)+ $�;��� �)&!$%&� *$���$�5&���,
�'�+. / 6$!�%�!�&� ��!'�!� '��  �"*�3%�!�� �)&!$%&� $!!�*,
<���%��� !&%�$�!&!$ & )�$ &� ��#&�� $%&� *$?&%%+5 ��*$%#.
@�� �<A�!%���!� ��*� 6�� !$* λ,012 � ����!� 6$!��� !�*�(!� $
�"+�� �BC2 �������� BD���� C��������	 2�	8��8��� �������
 ���6$��  !�<� ��#���%+� -��*$�&"*+ #�� �)&!$%&� �$"�&6,
%+5 ! �(!� *$���$�5&����'�+ EFG. H#%$�� &%���-�(! *�3#'
-��*$�&"*$*& �BC2 %$ !���#%�?%&( #�%� %� �$"�$<��$%.

� ���� ���	
��� 
���
����������

=��#�$�$�*+( %$*& -��*$�&"*  � *%���* "$&*!� '�� 6���+
�$� λ,012� �$� & 	I2. >$)�&*��� )�&%�&) ������%$��%��� �)&,
!$%&� &%!��'��&( & � %�( !)��&-&�$�&&  !�5 )�<�6%+5 9--��,
�� � )��&*��-%$� �&)� $� !&!��*$ &  + �# �&)� %$)�*&%$��
λ,012J  �� 3�  ��*�� !��#&%�%&� �)&!$%&� !�*$%�&�&� )�$ &�
)���3#�%&� $!!�*<���%��� ���!�$ & # �&6%��� ��#$� )����#'�,
%�� �)&!$%&� &%!��'��&(� �)&!$%&� ��!'�!� & &5 ! �(!� $%$,
���&6%+ �$�&* 3� !��#!� $* �"+�$ 	I2.

H�!'�!� &�  λ,012 !��#!� �)&!$%&� )�$ &� # �&6%��� ��,
#&�� $%&� & ���!�� ��� )��#!�$ ��%&� &%!��'��&( !�!�$ ����
%$!������ !';�!� �%%�� ��� ���&6&� �� )��#�$�$�*��� �"+�$�
6�� $%$�&" <���� *���&5 �$!5�3#�%&( %�'*�!��%� )�9��*' *+
!��%��%��&�'�*!� %$ ���&6&�5 *�3#' �)&!+ $�*+* �"+��* &
	I2.
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 ����������� ������

���
 ���� ����������

-������ $�� ��� (� �����, ������$��� �������������

�� ��� +���, ��� ����
� �������� .��� ����	��� �����
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�� �����
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������ ��� 	
������ 	
 �	����	�� ����� ��
���
��� ����
	
 ������
���� ���� 	������ 	
�� �
������� � ��� ����
�� �	��������  �����
��
	�� �������	! ����
 � ������
�����" �������	�� ��������
 ���" 	�������� ��� ������
��
��	�� �
		! ����
 � ����#�

$��	
��� ����� [n] ��� ����� ��
�� ����	� n" 
 �����
([n], [m]) → [k] % ��� ��	
�	� ���
���" ����
�&�� ���
	��
���� [n] � [m] ���������		 � ����
&
�&�� �	
��	�� ���

[k]  ��� ��� �	
�	� ���
��� ����� 
	
�!��	� ��	
��	��
[n] → [m]#� '��� ��������� ����� �	
�	�� � ��	
�	�� ���
�
��� � ��
�
	��� �� ����� $���
��� �
����� 	
 !����� �
���������� � ���������" �	���� !����� ��������� ��	
�
���" !����� �������
	� � ���
��
	�� ����������

(� )!������� ���
���*

• ′�′ : ([n], [n]) → [n] % ������ +�+,

• ′�′ : ([n], [n]) → [n] % ������ +���+,

• ′�′ : ([n], [n]) → [n] % ������ ������
�&�� +���+�

-� $���
��� ��
�	�	��*

• ′�′ : ([n], [n]) → [1] % ��
�	�	�. 	
 ��	���,

• ′�′ : ([n], [n]) → [1] % ��
�	�	�. 	
 �����,

• ′��′ : ([n], [n]) → [1] % ��
�	�	�. 	
 ��	��� ��� �
�	,

• ′��′ : ([n], [n]) → [1] % ��
�	�	�. 	
 ����� ��� �
�	,

• ′��′ : ([n], [n]) → [1] % ��
�	�	�. 	
 �
�	,

• ′��′ : ([n], [n]) → [1] % ��
�	�	�. 	
 	� �
�	�

/� 0���	�� � �����
	��*

• ′�′ : ([n], [n]) → [n + 1] % ����	��,

• ′�′ : ([n], [n]) → [n + 1] % �����
	���

$���
��� +�+ % ���
����
���	
��

1� 2�	��	��" ����	�� � ����!�*

• ′	′ : ([n], [n]) → [2n] % ����	�� � ��
���� )���� n ���
�������
�
 ��
	�� �
��	�" ��
��� n % ��
��,

• ′
′ : ([n], [n]) → [2n] % ��	��	��,
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• ′��′ : ([n], ∗) → [n] � �������	�
 ����� ����� ���������
������� ������ ����������� ������

• ′��′ : ([n], ∗) → [n] � �����������	�
 ����� ����� ����
������ ������� ������ ����������� ������

• ′��′ : ([n], ∗) → [n] � �������	�
 ����� ������ �������
��� ������� ����� ����������� ������

• ′��′ : ([n], ∗) → [n] � �����������	�
 ����� �����
�� ��������� ������� ����� ����������� ����������
���	����� ����

������ ��������� �������
 ������ ����� ��� ��� 	� ���
�������� 	�������� !��������� ������
 ��� ������ �� ���
��� �����"�� "����� ������ #��������$ �������� %���
����� &�& � �����������������

' (������ ��������)

• ′�′ : ([n]) → [n] � �������� �����������

• ′�′ : ([n]) → [n] � �����������	�� �����������

• ′�′ : ([1]) → [1] � �������	�� ���������

!���� �����* �������
+ � ������ ��������� ����� �*���� 
�����,-�� ���	���)

• ′�	
′ : ([n], ∗) → [m] � ������	���� ���"�������

• ′��	
′ : ([n], ∗) → [m] � ���	���� ���"�������

• ′
���′ : ([n], ∗) → [m] � ������	���� ���������

• ′�
���′ : ([n], ∗) → [m] � ���	���� ��������

.����� ���	��� ������ ������� � 	������� ������� �����
����� ���������, 	�������� /������� 0��
 	�������� �� �����
��� ��� "�+ ��� ����� ������� #��������$ ��������

/������+ ��� ����� ���� ���* �����������	�* �������
 ���
�����,��� ��� ������ �������� 1�������� ��������������+
������ ������+ �� �������� 	����	���� � ���	� ������ ���
��� .�
������� ��+ ����� ��� ������� �������� ����� ���
[17] � �� ����� ��� ��������������� ����� ����� 	�	 �����
���� ������� ��������+ ���	�� 	� ��� ����
 ������� #����$
����� ��� [16] 2�	�� �������+ ������ ��
 �������� ����� 
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�� ��,�
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��
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�����
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����& ��
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��
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2������� �����
�	����� ��$����
�� �	���� 
 ��������
��	�	�� �	� 
� 
����	��� 3	������� ���	���� �������� ����
$	�	�� ������� !�& ��	��& ��� �$ ����� .���
���� �	��� ���
����	 ����& 4���� �	������ �����
���# � �
������& 
����&
��� �	������ ���������#� ����� ����� $	���� ���	���� ���
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���	������	� ��������� ����	(�� 5�6 �	����
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�#�
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�	�� ) ��� �����0��	����� �������
����� �������� 
��(�	���� 
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�� ������������ $	���
��� 3	������� �����0��	��� ���� ���$	�	�� ���� ��	��
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��� �����������

���������� �� ��������	�

��������� ���� ��
�� � �!"�� �� ������ � �������� ����� 
���
�����	 �����������	 ����#����� ���!������ 
��	#����	�� 
��
����������	�� ����������� �������� �������� � $��� ������
�� !���� 
�������� � 
�������	�� %������

&����� 
������� 
����������� � �#��� �
������ ����������
������� ��"������� %���� �������������� 
����������� ���
����� ����� ���

r1, r2, . . . , rk �� e1, e2, . . . , ek

��� ri ' $�#��
���� �������� ei ' ���������� ����� %���
�� 
����������� �������� �����"����� ��� 
�������	�� ����
��������

r1��e1 �� r2��e2 �� . . . �� rk��ek

(������� � ����������� ����������� ���������� ������� �
�!����� �#���� 
���������������� � �������� ������� � ���
����� �����
��	 �)!�� ��������� ���)"�� ��
 [1]� *�
����� 
��
������ �����)"�� �����������+

�� � �� � ���� �� �� ����� ���� �� �� ������� ��

����� ���� �
 � ��

��� ��� � ����� �� ��� �� �� � �����!

���� �� �����"

��

,��#������ 
�#������ ������ ������������� ����� ����)�
"���� ���������� ��� ��������� -�� ����� ��������	�� $��
���������� ��� ���������� � �������� ��� ���#���� *�
���
��� 

��� #$ % � ����$ ���� ��

# �� % �� % �� #
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���������	
 ����������� ����������� ����	������ ���
�� ������� ����� �	� ����� [> n] ���������� ��� �������
����� 	��������� �� ����� n ���� �� ����� �������� ������
��������� ���������	
 [3]� � ����� � � [> 3]�  �������� ����
����!

���	
� ���	 
� � 
 �����

"��	� 	��� ���	
� #�������� �� ��� ��� ���	 � �#��$�
 ���
�������� ������� %�� ���	 � [> 3] → [3]�

���	
� ���� �� �� � � ��

%�� ���� � ([> 0], [> 0]) → [> 0]�

���	
� ����� �� �� � �� �� �����

&#��$�
 ����� �� ����� ���� '���� 	������	
 ������������(�
��	����# ��������� � � � ������ 	��#�$�� ����� ��� [> 0]�
 
 #���	��� ����	� � �����������)� ������
 � �#���

$�
* ��� �������� �������� ��������
�� ���#	����	
 
���

	��$�����$�
 ������ ����������� +�������� �#��$�


���	
� �� ���� ���� � �� �� �����

����� ��� ([3], [2]) → [3]�
+�����$� �����$�
 ���������$�� ����� ����� � ������* ���

����* ��������
* ���������� �����#� ���������$���

� ������ ���	
���

, ������ ������ �� ��		������ �������� ������ ����	���
���	����� �������� ��*�����#��� -�� ��*�����#�� ����	��	

� ���# ./01 '.234523 /6789458:;6 028 1;<=4829(� �� ���	���� ���
���	����#�� ���������	���� ��������� ��		����������)� 
���
���
>�	#�	� �����)� ���$�		��� ������� � 	��
 ���� �������

���
�� '	�	( 	 ��������	��� ����	�$�� �� ? ���� ��	����$���
��	����$�������
���* ��)�	���� '�(� #������� �� ���#�#�
��	��#�$�� '��( � #������� ������� 	���� '��(!
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