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Ââåäåíèå

Çàäà÷à àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâ â ëîãè÷åñêèõ è ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

èñ÷èñëåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé â ëîãèêå è òåîðèè èñêóñ-

ñòâåííîãî èíòåëëåêòà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà âûâîäà â

êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà áåç ðàâåíñòâà è áåç ôóíêöèî-

íàëüíûõ çíàêîâ. Áîëüøèíñòâî ïðåäëàãàâøèõñÿ àëãîðèòìîâ ïîèñêà âûâîäà äëÿ èñ÷èñ-

ëåíèÿ ïðåäèêàòîâ îñíîâàíî íà èçâåñòíîé òåîðåìåÆ. Ýðáðàíà (1930) [18], [25], â êîòîðîé

óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûâîäèìîñòè ôîðìóëû. Ïðèìåíåíèå

íàïðÿìóþ òåîðåìû Ýðáðàíà ïðèâîäèò ê ìàëîýôôåêòèâíûì ñèñòåìàì àâòîìàòè÷åñêîãî

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Ýðáðàíà, â 1965 ã. Ä.À. Ðîáèíñîí ïðåä-

ëîæèë ïðàâèëî ðåçîëþöèè è îñíîâàííûé íà í¼ì ìåòîä ðåçîëþöèé, êîòîðûé ïîëó÷èë â

äàëüíåéøåì øèðîêîå ïðèçíàíèå è ðàçâèòèå. Ìåòîä ðåçîëþöèé áûë ïîëîæåí â îñíîâó

ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÿçûê ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Prolog è äð.), íà

íåãî âîçëàãàëèñü áîëüøèå íàäåæäû â ðåøåíèè ëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè êëàññè÷åñêèõ

ïðîáëåì òåîðèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî (1964 ã.) ñ ìåòîäîì ðåçîëþöèé è íåçàâèñèìî îò íåãî

Ñ.Þ. Ìàñëîâûì áûë ïðåäëîæåí òàê íàçûâàåìûé îáðàòíûé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ âû-

âîäèìîñòè [13]. Ýòîò ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí â Ëåíèíãðàäñêîì îòäåëåíèè

ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà (ËÎÌÈ). Êàê

îòìå÷àë Ìàñëîâ, îáðàòíûé ìåòîä íå óñòóïàåò ïî ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäó ðåçîëþöèè [16].

Íî íåñìîòðÿ íà ýòî îáðàòíûé ìåòîä íå íàø¼ë òàêîãî øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ, êàê ìåòîä

ðåçîëþöèé, ïîýòîìó îí äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì.

Â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå îáðàòíûé ìåòîä, êàê è ìåòîä ðåçîëþöèé, áûë îðèåíòè-

ðîâàí íà ïîèñê âûâîäà ôîðìóë îïðåäåë¼ííîãî âèäà â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè ïðåäè-

êàòîâ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè çíàêàìè (áåç ðàâåíñòâà). Äîêàçûâàåìûå ôîðìóëû äîëæíû

áûëè áûòü ïðèâåäåíû ê ôîðìå äèçúþíêöèè ïðåäâàð¼ííûõ êîíúþíêòèâíûõ íîðìàëü-

íûõ ôîðì. Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà âèä âûâîäèìûõ ôîðìóë íå ÿâëÿåòñÿ
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äëÿ îáðàòíîãî ìåòîäà ñóùåñòâåííûì, ÷òî ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîèç-

âîëüíûõ ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, à êðîìå òîãî, ôîðìóë äðóãèõ

èñ÷èñëåíèé (èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì, êîíñòðóêòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðå-

äèêàòîâ). Âàæíûì ñâîéñòâîì îáðàòíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ìîæåò âûñòóïàòü

óäîáíûì àïïàðàòîì òåîðèè âûâîäèìîñòè: ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ìåòîäà ê òåîðèè ðàçðå-

øèìûõ ôðàãìåíòîâ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ äàëî âîçìîæíîñòü îõâàòèòü

åäèíîé ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ïî÷òè âñåõ èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå ðàç-

ðåøèìûõ êëàññîâ ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ðàñøèðèòü èçâåñòíûå

è ïîëó÷èòü íîâûå ðàçðåøèìûå êëàññû, à òàêæå ïîëó÷èòü íîâûå êëàññû ñâåäåíèÿ.

Â ñîâðåìåííîé ëîãèêå åñòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ ïîèñêà âûâîäà â ëîãè÷å-

ñêèõ èñ÷èñëåíèÿõ. Ýòè àëãîðèòìû ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð, ìîãóò

áûòü ïðèñïîñîáëåíû òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ (íå äëÿ âñåõ) ðàçðåøèìûõ êëàññîâ ôîðìóë,

ëèáî ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ êîíêðåòíîãî òèïà èñ÷èñëåíèé. Îáðàòíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïî-

ñòðîèòü ïðàêòè÷åñêè ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, ÿâëÿþùåãîñÿ

îäíîâðåìåííî ðàçðåøàþùèì àëãîðèòìîì äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî

èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êîíêðåòèçàöèè äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ëî-

ãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé.

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûé ìåòîä ïîèñêà äîêàçà-

òåëüñòâ òåîðåì.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îäíîãî èç

âàðèàíòîâ îáðàòíîãî ìåòîäà è ñðàâíåíèå åãî ïî ýôôåêòèâíîñòè ñ ìåòîäîì ðåçîëþöèé.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè.

Â ïîñëåäíèå 10-15 ëåò îáíàðóæèâàåòñÿ âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê îáðàòíîìó ìåòîäó.

Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [10] áûëà ðàçðàáîòàíà êîíêðåòèçàöèÿ îáðàòíîãî ìåòîäà äëÿ

àâòîýïèñòåìè÷åñêîé ëîãèêè, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü ïðè ïîñòðîåíèè ýêñïåðòíûõ ñèñòåì.

Ñîâñåì íåäàâíî áûëà ïîñòðîåíà ðåàëèçàöèÿ îáðàòíîãî ìåòîäà äëÿ ìîäàëüíîé ëîãè-

êè ÊÒ [1]. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ ëåò ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò Ò.Ì. Êîñîâñêîé è

Í.Ä. Ïåòóõîâîé, â êîòîðûõ îáðàòíûé ìåòîä íàø¼ë ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëîãèêî-

ïðåäìåòíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ïðî÷èõ ïðîáëåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, â

÷àñòíîñòè, ìîäåëèðîâàíèÿ ìóðàâüèíîãî àëãîðèòìà [24], [27], [28]. Ïîñêîëüêó îáðàòíûé

ìåòîä âûñòóïàåò óäîáíûì àïïàðàòîì òåîðèè âûâîäèìîñòè, îí ÷àñòî íàõîäèò ïðèìåíå-

íèå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè ðàçðåøèìûõ êëàññîâ. Òàê,

â 2004 ã. Â.Ï. Îðåâêîâûì ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ìåòîäà áûëà äîêàçàíà ðàðåøèìîñòü

íîâîãî õîðíîâñêîãî ôðàãìåíòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ [19], à â 2010 ã. Ã.Å. Ìèíöåì ïðè
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ïîìîùè îáðàòíîãî ìåòîäà áûëà äîêàçàíà ðàðåøèìîñòü êëàññà Å [30].

Ïðè âñ¼ì ðàçíîîáðàçèè èíòåðåñîâ ê îáðàòíîìó ìåòîäó, àâòîðó íåèçâåñòíû åãî ðåàëè-

çàöèè íà âûñîêîóðîâíåâîì ÿçûêå (â îòêðûòîì äîñòóïå ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé íåò).

Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îáðàòíîãî

ìåòîäà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîé èç åãî êîíêðåòèçàöèé.

Åù¼ îäíèì àêòóàëüíûì àñïåêòîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñðàâíå-

íèÿ îáðàòíîãî ìåòîäà ñ ìåòîäîì ðåçîëþöèè. Ñ.Þ. Ìàñëîâ îòìå÷àë [16], ÷òî îáðàòíûé

ìåòîä íå óñòóïàåò ïî ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäó ðåçîëþöèè. Äî ñèõ ïîð íå áûëî ïðîâåäåíî

òùàòåëüíîãî ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòåé ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ.

Çàäà÷àìè íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

1) ïðîâåñòè àíàëèç è ðåêîíñòðóèðîâàòü îáùóþ ñõåìó îáðàòíîãî ìåòîäà;

2) ñðàâíèòü ðàçíûå êîíêðåòíûå âàðèàíòû îáðàòíîãî ìåòîäà;

3) âûáðàòü îäèí âàðèàíò îáðàòíîãî ìåòîäà äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè;

4) âûáðàòü êëàññ äîêàçóåìûõ ôîðìóë;

5) ïîñòðîèòü ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ âûáðàííîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà;

6) ñðàâíèòü ïî ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòó àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå îáðàòíîãî

ìåòîäà, ñ ðàáîòîé àëãîðèòìà íà áàçå ìåòîäà ðåçîëþöèé äëÿ âûáðàííîãî êëàññà ôîðìóë.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðà-

òóðû. Â ïåðâîé ãëàâå ¾Îáùàÿ ñõåìà îáðàòíîãî ìåòîäà¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà

îáðàòíîãî ìåòîäà, ââîäÿòñÿ îñíîâíûå äëÿ ýòîãî ìåòîäà ïîíÿòèÿ: ¾íàáîð¿, ¾ñèñòåìà çà-

âèñèìîñòåé¿, ¾ðàçáèâêà¿ è äð. Âî âòîðîé ãëàâå ¾Êîíêðåòèçàöèè îáùåé ñõåìû îáðàòíîãî

ìåòîäà¿ ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå êîíêðåòíûå âàðèàíòû îáðàòíîãî ìåòîäà, â ÷àñò-

íîñòè, ïîäðîáíî ðàññìîòðåí âûáðàííûé äëÿ ðåàëèçàöèè ñïåöèàëüíûé âàðèàíò îáðàò-

íîãî ìåòîäà. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà ïðåäëîæåíà íîâàÿ íîòàöèÿ

è ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âûâîäîâ. Â òðåòüåé ãëàâå ¾Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

àëãîðèòìà ïîèñêà âûâîäà íà îñíîâå îáðàòíîãî ìåòîäà¿ ðàññìîòðåíà ñõåìà àëãîðèòìà

ÀÓÂ, ðàçðàáîòàííîãî ãðóïïîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ËÎÌÈ â 60-õ ãã. 20 â. è ïðåä-

ëîæåíà áëîê-ñõåìà ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, ïðèíÿòàÿ â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè. Â ÷åò-

â¼ðòîé ãëàâå ¾Ñðàâíåíèå îáðàòíîãî ìåòîäà ñ ìåòîäîì ðåçîëþöèè¿ áûëè çàôèêñèðîâàíû

óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ýôôåêòèâíîñòè îáðàòíîãî ìåòîäà è

ìåòîäà ðåçîëþöèè, â ÷àñòíîñòè, áûëî ñôîðìèðîâàíî òåñòîâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, êîòî-

ðûå áûëè ïîëó÷åíû ïóò¼ì ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè êëèê â íåîðèåíòèðîâàííûõ

ãðàôàõ ê ïðîáëåìå âûâîäèìîñòè ôîðìóë íåîáõîäèìîãî âèäà.
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Ãëàâà 1.

Îáùàÿ ñõåìà îáðàòíîãî ìåòîäà

1.1. Ïðîáëåìà ïîèñêà âûâîäà â ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëå-

íèÿõ

Çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ âûâîäèìîñòè ôîðìóëû â íåêîòîðîì ëîãè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè ñòà-

âèòñÿ îáû÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé ÿçûê L, íà êî-
òîðîì ñôîðìóëèðîâàíî íåêîòîðîå ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå G è ïóñòü äàíà ôîðìóëà F

â ÿçûêå L. Çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ âûâîäèìîñòè ôîðìóëû F â ëîãè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè

G ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ òîãî, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü âûâîä ôîðìóëû F â èñ÷èñëå-

íèè G. Åñëè óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü òàêîé âûâîä, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà F âûâîäèìà â

èñ÷èñëåíèè G:

G ⊢ F, (1.1)

åñëè òàêîé âûâîä ïîñòðîèòü íå óäà¼òñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà F íåâûâîäèìà â èñ-

÷èñëåíèè G:

G ⊬ F. (1.2)

Ïîä àëãîðèòìîì ïîèñêà âûâîäà â èñ÷èñëåíèè G ïîíèìàåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ

âñåõ âûâîäèìûõ ôîðìóë êîí÷àåò ðàáîòó è âîçâðàùàåò âûâîä ôîðìóëû â èñ÷èñëåíèè

G.

Ïîä ðàçðåøàþùèì àëãîðèòìîì äëÿ äàííîãî êëàññà ôîðìóë ïîíèìàåòñÿ àëãîðèòì,

êîòîðûé äëÿ êàæäîé ôîðìóëû óêàçàííîãî êëàññà êîí÷àåò ðàáîòó è âîçâðàùàåò îòâåò

¾ÄÀ¿, åñëè ôîðìóëà âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè G, è îòâåò ¾ÍÅÒ¿, åñëè ôîðìóëà íåâûâî-

äèìà.

Â òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ ñîâðåìåííîé ëîãèêè ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìå-
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òîäîâ ïîèñêà âûâîäà. Èì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå èñ÷èñëåíèÿ: àêñèîìàòè÷åñêîå, íà-

òóðàëüíîå, ñåêâåíöèàëüíîå, òàáëè÷íîå, ðåçîëþòèâíîå, è ïðî÷. Îáðàòíûé ìåòîä, ñ îä-

íîé ñòîðîíû, ïî ýôôåêòèâíîñòè íèñêîëüêî íå óñòóïàåò îñòàëüíûì ìåòîäàì. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îí íå íàø¼ë òàêîãî øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ, êàê, íàïðèìåð, ìåòîä ðåçîëþöèé.

Ïîýòîìó îáðàòíûé ìåòîä äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì.

1.2. Îñíîâíàÿ èäåÿ îáðàòíîãî ìåòîäà

Êëþ÷åâîé èäååé îáðàòíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñïåöèàëüíîé çàïèñè ñòðóêòóðû

F -ñåêâåíöèè, ñâîåãî ðîäà ïðîòîêîëà àíàëèçà ñòðóêòóðû F -ñåêâåíöèè. Ýòà çàïèñü íî-

ñèò íàçâàíèå íàáîðà. Ïðè ïîñòðîåíèè íàáîðîâ ïî ñåêâåíöèÿì ïîèñê âûâîäà ïåðåõîäèò

èç ¾ïëîñêîñòè¿ ñåêâåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â ¾ïëîñêîñòü¿ ñïåöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

íàáîðîâ. Ïåðåõîä â ¾ïëîñêîñòü¿ íàáîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà

ïî F -ñåêâåíöèè ñòðîÿòñÿ èñõîäíûå íàáîðû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåòàîïèñà-

íèÿ âîçìîæíûõ àêñèîì, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ëèñòüÿõ äåðåâà ïîèñêà âûâîäà â

ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåêâåíöèè, à çàòåì ïî ïðàâèëàì èñ-

÷èñëåíèÿ íàáîðîâ ïðîäóöèðóþòñÿ âñ¼ íîâûå è íîâûå íàáîðû, ïîêà íå áóäåò âûâåäåí òàê

íàçûâàåìûé ïóñòîé íàáîð. Åñëè ïóñòîé íàáîð ïîëó÷åí, òî äîêàçûâàåìàÿ F -ñåêâåíöèÿ

äîêàçóåìà â ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé ÿçûê L, íà êîòîðîì ñôîðìóëèðîâàíî íåêîòî-

ðîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå G, è ïóñòü äàíà ñåêâåíöèÿ Σ â ÿçûêå L, äëÿ êîòîðîé

òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü å¼ âûâîäèìîñòü â èñ÷èñëåíèè G. Îáðàòíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïî

ïðîèçâîëüíîìó ñåêâåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ G è ïðîèçâîëüíîé ñåêâåíöèè Σ â ÿçûêå

L, íà êîòîðîì ñôîðìóëèðîâàíî èñ÷èñëåíèå G, ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå G∗

áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ.

-

-

-Îáðàòíûé
ìåòîä

Ñåêâåíöèàëüíîå
èñ÷èñëåíèå G

Ñåêâåíöèÿ Σ

Èñ÷èñëåíèå G∗

áëàãîïðèÿòíûõ
Σ-íàáîðîâ

Ðèñ. 1.1: Îñíîâíàÿ èäåÿ îáðàòíîãî ìåòîäà

Êîíêðåòíûå âàðèàíòû îáðàòíîãî ìåòîäà ôîðìóëèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñ-

÷èñëåíèå G∗ îòâå÷àëî òðåáîâàíèÿì êîððåêòíîñòè è ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî
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èñ÷èñëåíèÿ G: ñåêâåíöèÿ Σ âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè G ò. ò. ò., êîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåì

åé èñ÷èñëåíèè G∗ áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ âûâîäèì ïóñòîé íàáîð ◻:

G ⊢ Σ⇔G∗ ⊢ ◻. (1.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè Σ â èñ÷èñëåíèè G ñâîäèòñÿ ê ïðî-

áëåìå âûâîäèìîñòè ïóñòîãî íàáîðà ◻ â èñ÷èñëåíèè G∗ áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü îáùóþ ñõåìó îáðàòíîãî ìåòîäà, íóæíî îïðåäåëèòü, êàê ïî

èñõîäíîìó ñåêâåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ G è èñõîäíîé ñåêâåíöèè Σ ñòðîèòü èñõîäíûå

áëàãîïðèÿòíûå Σ-íàáîðû è êàê ïîëó÷àòü íîâûå Σ-íàáîðû èç óæå èìåþùèõñÿ. Èíà÷å

ãîâîðÿ, ÷òîáû çàäàòü îáùóþ ñõåìó îáðàòíîãî ìåòîäà íóæíî îïðåäåëèòü, êàê çàäàþòñÿ

àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ G∗ áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ.

Σ-íàáîðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê íåêîòîðûå ñïèñêè ôîðìóë, âõîäÿùèõ â âåòâè äåðå-

âà ïîèñêà âûâîäà ñåêâåíöèè Σ âìåñòå ñ çàâèñèìîñòÿìè, ñâÿçûâàþùèìè ôîðìóëû ýòèõ

ñïèñêîâ2. Â ýòè ñïèñêè ïîïàäàþò íå âñå ôîðìóëû, âõîäÿùèå â Σ, è íå âñå çàâèñèìîñòè

ìåæäó íèìè. Âûáîð èíòåðåñóþùèõ ôîðìóë è çàâèñèìîñòåé îñóùåñòâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ

ñïåöèàëüíî ââåä¼ííûì ïîíÿòèÿì ðàçáèâêè è ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé. Ðàçáèâêà ñåêâåí-

öèè âûäåëÿåò âñå íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäôîðìóëû, âõîäÿùèå â Σ, ñèñòåìà

çàâèñèìîñòåé äà¼ò íàì ÿçûê äëÿ âûðàæåíèÿ èìåííî òåõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ôîðìó-

ëàìè, êîòîðûå ñóùåñòâåííû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âûâîäèìîñòè. Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëÿòü

ïîíÿòèå Σ-íàáîðà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ðàçáèâêè è ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé.

1.3. Ïîíÿòèå ðàçáèâêè

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà âõîäèò â ñåêâåíöèþ F1, ..., Fl →
Fl+1, ..., Fl+m, åñëè ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðìóë Fi (1 ⩽ i ⩽ l +m).

1Àíàëîãè÷åí ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà ðåçîëþöèé: ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ôîðìóëû F â êëàññè-

÷åñêîì èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè çíàêàìè ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå âûâîäèìîñòè ïóñòîãî

äèçúþíêòà â ñîîòâåòñòâóþùåì ôîðìóëå F èñ÷èñëåíèè ðåçîëüâåíò. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ðîëü ïóñòîãî

íàáîðà â îáðàòíîì ìåòîäå äóàëüíà ðîëè ïóñòîãî äèçúþíêòà â ìåòîäå ðåçîëþöèé. Âûâîäèìîñòü ïóñòî-

ãî äèçúþíêòà â èñ÷èñëåíèè ðåçîëüâåíò, ñîîòâåòñòâóþùåì ôîðìóëå F îçíà÷àåò íåâûïîëíèìîñòü ýòîé

ôîðìóëû. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ôîðìóëû ìåòîäîì ðåçîëþöèé ïûòàþòñÿ âûâåñòè ïóñòîé

äèçúþíêò äëÿ å¼ îòðèöàíèÿ. Ïî-èíîìó îáñòîèò äåëî â îáðàòíîì ìåòîäå. Âûâîäèìîñòü ïóñòîãî íàáîðà

â èñ÷èñëåíèè áëàãîïðèÿíûõ íàáîðîâ äàííîé ôîðìóëû îçíà÷àåò íåîïðîâåðæèìîñòü äàííîé ôîðìóëû.
2Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîíÿòèÿ íàáîðà, ïðåäëîæåííàÿ Â. Ï. Îðåâêîâûì, ñîãëàñíî êî-

òîðîé íàáîðó ñîäåðæàòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò íå âõîæäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåàëè-

çàöèé â âåòâü, à ñîâïàäåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óçëîì äåðåâà ïîèñêà âûâîäà.
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà âõîäèò â ôîðìóëó Fi, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû Fi (1 ⩽ i ⩽ l +m).
Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîãî (îòðèöàòåëü-

íîãî) âõîæäåíèÿ ôîðìóëû â ôîðìóëó.

1) F ïîëîæèòåëüíî âõîäèò â F .

2) Åñëè G ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) âõîäèò â F , òî G ïîëîæèòåëüíî (îòðèöà-

òåëüíî) âõîäèò â ôîðìóëû âèäà:

F&F ′, F ′&F , ∀xF ,
F ′ ⊃ F ,

F ∨ F ′, F ′ ∨ F , ∃xF ,

è îòðèöàòåëüíî (ïîëîæèòåëüíî) âõîäèò â ôîðìóëû âèäà:

⌝F F ⊃ F ′.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî) âõîæäå-

íèÿ ôîðìóëû â ñåêâåíöèþ.

1) Åñëè ôîðìóëà G ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) âõîäèò â ôîðìóëó F àíòåöåäåíòà,

òî ôîðìóëà G èìååò îòðèöàòåëüíîå (ïîëîæèòåëüíîå) âõîæäåíèå â ñåêâåíöèþ.

2) Åñëè ôîðìóëà G ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) âõîäèò â ôîðìóëó F ñóêöåäåíòà,

òî ôîðìóëà G èìååò ïîëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå) âõîæäåíèå â ñåêâåíöèþ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàçáèâêîé ñåêâåíöèè Σ áóäåì íàçûâàòü ëþáîé ñïèñîê ôîðìóë

A1,A2, ...,Aδ, (1.4)

òàêîé, ÷òî ïðè êàæäîì i (1 ⩽ i ⩽ δ), åñëè Ai íå íà÷èíàåòñÿ ñ îòðèöàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ

ïîëîæèòåëüíîå âõîæäåíèå Ai â Σ, à åñëè Ai èìååò âèä ⌝A′
i, òî íàéä¼òñÿ îòðèöàòåëüíîå

âõîæäåíèå A′
i â Σ.

Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû èç (1.4) å¼ ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ ñåêâåíöèè Σ, áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè ïåðåìåííûìè ýòîé ôîðìóëû. Ðå-

çóëüòàò ïîäñòàíîâêè âìåñòî îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ íåêîòîðîé ôîðìóëû ðàçáèâêè êàêèõ-

íèáóäü òåðìîâ èñ÷èñëåíèÿ G áóäåì íàçûâàòü ðåàëèçàöèåé ýòîé ôîðìóëû.

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ìîæíî óïðîñòèòü ïîíÿòèå ðàçáèâêè. Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðî-

áëåìó óñòàíîâëåíèÿ âûâîäèìîñòè ëèøü äëÿ ñåêâåíöèé âèäà

→ F, (1.5)
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ãäå: 1) F ñîäåðæèò ñðåäè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê òîëüêî &, ∨, ⌝; 2) çíàê ⌝ âõîäèò

â F òîëüêî â ñîñòàâå ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë3; 3) ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû F

îòëè÷íû îò ñâîáîäíûõ, è ñîáñòâåííûå ïåðåìåííûå ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèé êâàíòîðíûõ

êîìïëåêñîâ èç F ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå ðàçáèâêè äëÿ ñåêâåíöèé âèäà (1.5) óïðîùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàçáèâêîé ñåêâåíöèè (1.5) íàçûâàåòñÿ âñÿêèé ñïèñîê (1.4), ñîñòî-

ÿùèé èç ôîðìóë, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíîå âõîæäåíèå â ñåêâåíöèþ (1.5).

Çàìå÷àíèå. Íàèáîëåå íàä¼æíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîòû ìåòîäà4 ñïîñîáîì ïîñòðî-

åíèÿ ðàçáèâêè ñåêâåíöèè Σ ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå â ðàçáèâêó âñåõ ïîäôîðìóë, ïîëîæè-

òåëüíî âõîäÿùèõ â Σ, è îòðèöàíèé âñåõ ôîðìóë, âõîäÿùèõ â Σ îòðèöàòåëüíî. Îäíàêî

òàêîé ñïîñîá ïðàêòè÷åñêè íåâûãîäåí ââèäó íåîáîçðèìîñòè ïîëó÷àåìûõ ðàçáèâîê. Ïðè

êîíêðåòèçàöèÿõ îáðàòíîãî ìåòîäà ñëåäóåò ðåøèòü âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíûõ

íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëíîòû ìåòîäà ðàçáèâîê (ò. å. ðàçáèâîê, èç êîòîðûõ íåëüçÿ âûáðî-

ñèòü íè îäíîé ôîðìóëû áåç íàðóøåíèÿ ïîëíîòû ìåòîäà) è î öåëåñîîáðàçíîñòè ðàñ-

øèðåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàçáèâîê çà ñ÷¼ò ôîðìóë, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò óñòàíîâëåíèþ

âûâîäèìîñòè, íî íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè.

1.4. Ïîíÿòèå ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé

Ïóñòü ìû èìååì äåðåâî ïîèñêà âûâîäà ñåêâåíöèè Σ â íåêîòîðîì ñåêâåíöèàëüíîì èñ-

÷èñëåíèè G, îáëàäàþùåì ñâîéñòâîì ïîäôîðìóëüíîñòè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âåòâü

äåðåâà ïîèñêà âûâîäà ñåêâåíöèè Σ ¾ñíèçó ââåðõ¿ (íà ðèñóíêå âåòâü âûäåëåíà æèðíûì

øðèôòîì).

⋮
H ′
k+2

⋮
H k+3
H k+2

H k+1

⋮
H ′′
k+3

H ′′
k+2

⋮
H ′′′
k+2

H ′′
k+1

H k

⋮
H 1

Σ

3Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ, è

÷òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé èëè îòðèöàíèåì àòîìàðíîé.
4Ïîä ïîëíîòîé êîíêðåòèçàöèè îáðàòíîãî ìåòîäà ïîíèìàåòñÿ ïðÿìîå ñëåäñòâèå îñíîâíîãî ñâîéñòâà

îáðàòíîãî ìåòîäà (1.3), à èìåííî: òî, ÷òî èç âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè Σ â èñ÷èñëåíèè G ñëåäóåò áëàãî-

ïðèÿòíîñòü ïóñòîãî íàáîðà â ñïåöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè G∗ áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ: G ⊢ Σ⇒G
∗
⊢ ◻.
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Â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ ýòîé âåòâè âîçíèêàþò òå èëè èíûå ðåàëèçàöèè Hi (i = 1,2, . . .)

òåõ èëè èíûõ ôîðìóë ðàçáèâêè. Ýòè ðåàëèçàöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûìè

çàâèñèìîñòÿìè.

Ïóñòü f � íåêîòîðûé äâóõìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé çíàê, âõîäÿùèé â ÿçûê èñ÷èñ-

ëåíèÿ G, a � íåêîòîðàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ñåêâåíöèè Σ. Ïóñòü Hi � ðåàëèçàöèÿ

íåêîòîðîé ôîðìóëû ðàçáèâêè (1.4) (äëÿ ëþáîãî i = 1,2, . . .). Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé óñòàíîâ-

ëåíèÿ âûâîäèìîñòè ïîëåçíû, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:

(a) ïðè ïîëó÷åíèè Hi (i = 1,2, . . .) âìåñòî n-îé îñíîâíîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû Aj

(1 ⩽ j ⩽ δ) ïîäñòàâëåí òåðì âèäà f(a, t) (t � ïðîèçâîëüíûé òåðì â ÿçûêå èñ÷èñëåíèÿ G);

(á) ïðè ïîëó÷åíèè H1 âìåñòî n-îé îñíîâíîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû Aj (1 ⩽ j ⩽ δ)
ïîäñòàâëåí òîò æå òåðì, ÷òî è ïîäñòàâëåííûé ïðè ïîëó÷åíèè H2 âìåñòî m-îé îñíîâíîé

ïåðåìåííîé ôîðìóëû Aj′ (1 ⩽ j′ ⩽ δ), è ò. ä.
Ôîðìàëèçàöèÿ ïîäîáíûõ çàâèñèìîñòåé ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïî-ðàçíîìó, ïîýòîìó â

îïèñàíèè îáùåé ñõåìû îáðàòíîãî ìåòîäà ÿçûê äëÿ âûðàæåíèÿ çàâèñèìîñòåé ôèêñèðî-

âàòüñÿ íå áóäåò5. Ôîðìàëèçàöèÿ â íåêîòîðîì ÿçûêå ïîäîáíûõ çàâèñèìîñòåé ïðèâîäèò

ê ïîíÿòèÿì ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé è äîïóñòèìîé ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé.

1.5. Ïîíÿòèå Σ-íàáîðà

Ïóñòü çàäàíû: 1) èñ÷èñëåíèå G, 2) ñåêâåíöèÿ Σ, 3) àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàçáèâêè ñå-

êâåíöèè Σ è 4) ÿçûê äëÿ çàïèñè ñèñòåì çàâèñèìîñòåé. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå íàáîðà.

Îïðåäåëåíèå 7. Íàáîðîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà âèäà [C;S], ãäå C � ñïèñîê íî-

ìåðîâ ôîðìóë ðàçáèâêè (1.4), ò. å. ñïèñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ δ, S �

äîïóñòèìàÿ ñèñòåìà çàâèñèìîñòåé. Äëèíîé íàáîðà íàçûâàåòñÿ äëèíà ñïèñêà C, ýëåìåí-

òàìè (èëè êîìïîíåíòàìè) íàáîðà íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ñïèñêà C.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñâîáîäíûì íàáîðîì íàçûâàåòñÿ íàáîð, ó êîòîðîãî ñïèñîê S ïóñò,

ò. å. íàáîð âèäà [C; ].
Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòûì íàáîðîì (ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå ◻) íàçûâàåòñÿ íàáîð,

ó êîòîðîãî ñïèñêè C è S ïóñòû, ò. å. íàáîð âèäà [ ; ].
5Âûáîð ÿçûêà äëÿ âûðàæåíèÿ ñèñòåì çàâèñèìîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ òåìè çàâèñèìîñòÿìè, êîòîðûå ïî-

ëåçíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âûâîäèìîñòè, ïîýòîìó îí çàâèñèò îò èñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ

ïîèñê âûâîäà, è äî íåêîòîðîé ñòåïåíè � îò ïîñòàâëåííîé ïåðåä àëãîðèòìîì ïîèñêà âûâîäà çàäà÷è.

Ïîýòîìó òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé è äîïóñòèìîé ñèñòåìû çàâèñèìîñòåé ââî-

äÿòñÿ òîëüêî ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòèçàöèé îáùåãî ìåòîäà.
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1.6. Ïîíÿòèå áëàãîïðèÿòíîãî Σ-íàáîðà

Ïîíÿòèå áëàãîïðèÿòíîãî íàáîðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïîíÿòèåì îáðàòíîãî ìåòîäà. Îïðå-

äåëåíèå áëàãîïðèÿòíîãî íàáîðà ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì, áàçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðà-

âèëî ïîëó÷åíèÿ èñõîäíûõ áëàãîïðèÿòíûõ íàáîðîâ (ïðàâèëî À), à èíäóêöèîííûì ïåðå-

õîäîì � ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ïî íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè áëàãîïðèÿòíûõ íàáîðîâ íîâîãî

áëàãîïðèÿòíîãî íàáîðà (ïðàâèëî Á).

Ïðàâèëà À è Á çàäàþò èñ÷èñëåíèå áëàãîïðèÿòíûõ íàáîðîâ. Âûâîäèìûå îáúåêòû

ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ � áëàãîïðèÿòíûå Σ-íàáîðû � ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì

ìíîæåñòâà Σ-íàáîðîâ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ôîðìóëèðóåòñÿ ýòî èñ÷èñëåíèå. Âûâîäè-

ìîñòü â èñ÷èñëåíèè áëàãîïðèÿòíûõ íàáîðîâ ïóñòîãî íàáîðà âëå÷¼ò âûâîäèìîñòü èñõîä-

íîé ñåêâåíöèè â èñõîäíîì ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè.

Óòî÷íèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðàâèë À è Á. Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê ýòèì ïðà-

âèëàì áóäåò ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé:

(1) äëÿ ïðàâèëà À: ¾íàáîð Í ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì áëàãîïðèÿòíûì íàáîðîì¿;

(2) äëÿ ïðàâèëà Á: ¾íàáîð Í ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó Á èç íàáîðîâ Í1, Í2, . . ., Ík¿.

Ðåàëèçîâàòü òðåáîâàíèå (1) óäîáíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáèðàåòñÿ ðàçðåøèìûé

ôðàãìåíò G′ èñ÷èñëåíèÿ G, ñôîðìóëèðîâàííûé â òîì æå ÿçûêå, ÷òî è èñ÷èñëåíèå G

(äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ â êà÷åñòâå òàêîãî ôðàãìåíòà óäîáíî âûáèðàòü èñ÷èñëå-

íèå âûñêàçûâàíèé). Ïîñëå òîãî, êàê ôðàãìåíò çàôèêñèðîâàí, ïðàâèëî À óòî÷íÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðàâèëî À. Íàáîð Í ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì áëàãîïðèÿòíûì íàáîðîì, åñëè âåðõíÿÿ

ñåêâåíöèÿ ëþáîé âåòâè äåðåâà ïîèñêà âûâîäà, â êîòîðîé ïðàâèëüíî âñòðå÷àåòñÿ Í,

âûâîäèìà â G′.

Ïðàâèëî Á óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðàâèëî Á. Ïóñòü Í1, Í2, . . ., Ík � áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû è íàáîð Í îáëàäàåò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ìîæíî óêàçàòü ïîëíóþ ñîâîêóïíîñòü Í'1, Í'2, . . ., Í'k ïðîäîë-

æåíèé íàáîðà Í, òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ i Íi ÿâëÿåòñÿ ïîäíàáîðîì íàáîðà Í'i. Òîãäà

íàáîð Í ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Á ê íàáîðàì Í1, Í2, . . ., Ík.
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Ãëàâà 2.

Êîíêðåòèçàöèè îáùåé ñõåìû

îáðàòíîãî ìåòîäà

2.1. Ëîãè÷åñêèé ÿçûê è èñõîäíîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ-

÷èñëåíèå

Îáùàÿ ñõåìà îáðàòíîãî ìåòîäà, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå, äà¼ò òîëüêî îáùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå î òîì, êàê ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà âûâîäà îáðòàíûì ìåòîäîì. Ïóñòü

äàíû èñ÷èëåíèå G, ñåêâåíöèÿ Σ â ÿçûêå ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ, íåêîòîðàÿ ðàçáèâêà ñåêâåí-

öèè Σ, íåêîòîðîå òî÷íîå îïðåäåëåíèå íàáîðà è íåêîòîðûå òî÷íî ñôîðìóëèðîâàííûå

ïðàâèëà À è Á. Òîãäà ñåêâåíöèÿ Σ âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè G ò. è ò.ò., êîãäà â ýòîì

èñ÷èñëåíèè áëàãîïðèÿòíûõ íàáîðîâ âûâîäèì ïóñòîé íàáîð. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîí-

êðåòèçàöèè îáðàòíîãî ìåòîäà äëÿ âûáðàííîãî èñ÷èñëåíèÿ G òðåáóåòñÿ:

(1) çàäàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïî èñõîäíîé ñåêâåíöèè ñîîòâåòñòâóþùåé åé

ðàçáèâêè;

(2) çàôèêñèðîâàòü ÿçûê îïèñàíèÿ cèñòåìû çàâèñèìîñòåé ìåæäó ðåàëèçàöèÿìè ôîð-

ìóë ðàçáèâêè äàííîé ñåêâåíöèè;

(3) ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà À è Á, ïðèãîäíûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ áëàãîïðèÿòíûõ íà-

áîðîâ ïî èñõîäíîé ñåêâåíöèè çàäàííîãî òèïà.

Ïîñêîëüêó äëÿ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïðîáëåìó óñòàíîâëåíèÿ âû-

âîäèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ñåêâåíöèè ìîæíî ñâåñòè ê ïðîáëåìå âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé

âèäà

→ F, (2.1)

â ïðèâîäèìûõ â ýòîé ãëàâå êîíêðåòèçàöèÿõ îáðàòíîãî ìåòîäà ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå,
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÷òî èñõîäíàÿ ñåêâåíöèÿ ïðèâåäåíà ê âèäó (2.1), à çà èñõîäíîå èñ÷èñëåíèå ïðèíèìàåòñÿ

íåêîòîðîå áåçàíòåöåäåíòíîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ïîä-

ôîðìóëüíîñòè.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ áóäóùåãî èçëîæåíèÿ, çàôèêñèðóåì äëÿ âñåõ êîíêðåòèçàöèé

îäèí ëîãè÷åñêèé ÿçûê è îäíî èñõîäíîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

2.1.1. Ëîãè÷åñêèé ÿçûê L0

Ëîãè÷åñêèå çíàêè

Èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå: u, v,w, x, y, z, u1, v2,w3, x4, y5, z6, . . ..

Ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: f, g, h, f1, g2, h3, . . ..

Ïðåäèêàòíûå ïåðåìåííûå: P,Q,R,P1,Q2,R3, . . ..

Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè: &, ∨, ⌝.
Êâàíòîðû: ∀, ∃.
Íåëîãè÷åñêèå (äåñêðèïòèâíûå) çíàêè

Èíäèâèäíûå êîíñòàíòû: a, b, c, a1, b2, c3, . . ..

Ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû: �.

Ïðåäèêàòíûå êîíñòàíòû: �.

Âñïîìîãàòåëüíûå çíàêè: (, ), ,, →.

2.1.2. Èñõîäíîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå G0

Ïóñòü D è D′ � ïðîñòûå äèçúþíêöèè1, Γ, Γ′ è Γ′′ � ñïèñêè ôîðìóë (âîçìîæíî, ïóñòûå).

M � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, [M]x1,...,xmb1,...,bm
� ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè â M

òåðìîâ b1, . . . , bm âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm ñîîòâåòñòâåííî.

Ñõåìû àêñèîì

1) → Γ,D,Γ′, ãäå D çàìêíóòà2;

2) → Γ,D,Γ′,D′,Γ′′, ãäå D ∨D′ çàìêíóòà.

Ïðàâèëà âûâîäà

→ Γ,B1,Γ′ ; . . . ;→ Γ,Bs,Γ′
(→ &) ,→ Γ,B1& . . .&Bs,Γ′

1Ïîä ïðîñòîé äèçúþíêöèåé ïîíèìàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë, ò. å. àòîìàðíûõ ôîð-

ìóë è èõ îòðèöàíèé.
2Äèçúþíêöèÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ôîðìóëó âìåñòå ñ å¼ îòðèöàíèåì.
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ãäå B1, . . . ,Bs íå èìåþò ãëàâíûì çíàêîì çíàê &;

→ Γ,B1, . . . ,Bs,Γ′
(→ ∨) ,→ Γ,B1 ∨ . . . ∨Bs,Γ′

ãäå B1, . . . ,Bs íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôîðìóëàìè;

→ Γ, [M]x1,...,xmb1,...,bm
,Γ′

(→ ∀) ,→ Γ,∀x1, . . . , xmM,Γ′

ãäå b1, . . . , bm � òåðìû, íå âõîäÿùèå â çàêëþ÷åíèå;

→ Γ, [M]x1,...,xmt1,...,tm
,∃x1, . . . , xmM,Γ′

(→ ∃) ,→ Γ,∃x1, . . . , xmM,Γ′

ãäå t1, . . . , tm � òåðìû, íå ñîäåðæàùèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ çàêëþ÷åíèÿ.

* * *

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ êîíêðåòèçàöèÿõ îáðàòíîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ îäèí ëîãè-

÷åñêèé ÿçûê L0, îäíî èñõîäíîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå G0, à òàêæå äîïóùåíèå, ÷òî

òåñòèðóåìàÿ ñåêâåíöèÿ ñôîðìóëèðîâàíà â äàííîì ëîãè÷åñêîì ÿçûêå L0 è ïðèâåäåíà ê

âèäó (2.1). Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü êîíêðåòèçàöèþ îáðàòíîãî ìåòîäà äëÿ

ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ âèäà ñåêâåíöèé.

2.2. Êîíêðåòèçàöèÿ îáðàòíîãî ìåòîäà Ñ. Þ. Ìàñëîâà

äëÿ ñåêâåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ G0 áåç ôóíêöè-

îíàëüíûõ çíàêîâ è áåç ðàâåíñòâà

Ðàññìîòðèì îäíó èç êîíêðåòèçàöèé îáðàòíîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííóþ å¼ àâòîðîì,

Ñ.Þ. Ìàñëîâûì [14], [12].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåêâåíöèè âèäà:

→ P (
δ

⋀
i=1
Di). (2.2)

Ââåä¼ì êðàòêîå îáîçíà÷åíèå ôîðìóëû, ñòîÿùåé â ñóêöåäåíòå ýòîé ñåêâåíöèè:

F ⇌ P (
δ

⋀
i=1
Di). (2.3)

(1) Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàçáèâêè
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Ðàçáèâêîé ñåêâåíöèè (2.2) ñ÷èòàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïðîñòûõ äèçúþíêöèé Di, âûïèñàí-

íûõ â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ñåêâåíöèè (2.2):

D1,D2, . . . ,Dδ. (2.4)

(2) ßçûê äëÿ âûðàæåíèÿ ñèñòåì çàâèñèìîñòåé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ïðîèçâîëüíûé ñïèñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

α1, α2, . . . , αh, (2.5)

ãäå h ⩾ 0 è αi ⩽ δ äëÿ ëþáîãî i.
Ïóñòü ñïèñîê

S1, S2, . . . , Sh (2.6)

ñîñòàâëåí èç α1-é, α2-é, . . ., αh-é, ôîðìóë ðàçáèâêè (2.4).

Ïðèñòàâêè ¾F,C-¿ è ¾F -¿ â íèæåñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ îçíà÷àþò, ÷òî îïðåäåëÿ-

åìûå ïîíÿòèÿ ðåëÿòèâèçèðîâàíû îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû F (2.3) è ñïèñêà C (2.5).

F,C-àòîìîì áóäåì íàçûâàòü ëþáîå âûðàæåíèå âèäà uk, ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ

ôîðìóëû Sk (1 ⩽ k ⩽ h).
Ïîíÿòèå F -òåðìà ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì òåðìà â ïåðâîïîðÿäêîâîé ëîãèêå áåç ôóíê-

öèîíàëüíûõ çíàêîâ (ò. å. F -òåðìîì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ èëè êîí-

ñòàíòà).

F,C-çàâèñèìîñòüþ áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà A ≈ T , ãäå A � F,C-àòîì, T �

F -òåðì.

F,C-ñèñòåìîé çàâèñèìîñòåé áóäåì íàçûâàòü òàêîé ñïèñîê F,C-çàâèñèìîñòåé, ÷òî

êàæäûé F,C-àòîì óïîìèíàåòñÿ â ýòîì ñïèñêå íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

(3) Ïðàâèëà À è Á

Ïðàâèëî À. Ëþáîé çàìêíóòûé íàáîð ñ÷èòàåòñÿ áëàãîïðèÿòíûì íàáîðîì.

Ïðåäñòàâèì ïðàâèëî À â îïåðàòîðíîé çàïèñè:

Íàáîð Í � çàìêíóòûé íàáîð

Íàáîð Í � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð

Ïðàâèëî Á. Ïóñòü Í1, Í2, . . ., Ík � áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû è íàáîð Í îáëàäàåò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ïîëíóþ ñîâîêóïíîñòü Í′
1, Í

′
2, . . ., Í

′
k

ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé íàáîðàÍ, ÷òî äëÿ âñåõ i (1 ⩽ i ⩽ k)Íi ÿâëÿåòñÿ ïîäíàáîðîì

ñ îáùèì êîíöîì íàáîðà Í′
i. Òîãäà íàáîð Í ñ÷èòàåòñÿ áëàãîïðèÿòíûì íàáîðîì.
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Ïðåäñòàâèì ïðàâèëî Á â îïåðàòîðíîé çàïèñè:

Í1, Í2, . . ., Ík � áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû

Í′
1, Í

′
2, . . ., Í

′
k � ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðîäîëæåíèé íàáîðà Í

∀i (1 ⩽ i ⩽ k) Íi � ïîäíàáîð íàáîðà Í′
i

Íàáîð Í � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð

2.3. Ñïåöèàëüíûé âàðèàíò îáðàòíîãî ìåòîäà

Â. Ï. Îðåâêîâà

Ñîõðàíèì âñå äîïóùåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàí-

òà îáðàòíîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî Â.Ï. Îðåâêîâûì [20], à èìåííî: 1) áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ ëîãè÷åñêèì ÿçûêîì L0, 2) â êà÷åñòâå èñõîäíîãî èñ÷èñëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

áåçàíòåöåäåíòíîå ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå G0 (áåç ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêîâ è áåç

ðàâåíñòâà).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåêâåíöèè ñëåäóþùåãî âèäà, â ñóêöåäåíòå êîòîðûõ ñòîèò çà-

ìêíóòàÿ ôîðìóëà F :

→ ∃x1, . . . , xn
δ

⋀
i=1
Ai, (2.7)

ãäå Ai � äèçúþíêöèè àòîìàðíûõ ôîðìóë è èõ îòðèöàíèé. Ôîðìóëû Ai áóäåì íàçûâàòü

áëîêàìè.

2.3.1. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàçáèâêè

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàçáèâêîé ñåêâåíöèè (2.7) áóäåì íàçûâàòü ñïèñîê âñåõ áëîêîâ Ai,

âûïèñàííûõ â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ñåêâåíöèè (2.7):

A1,A2, . . . ,Aδ. (2.8)

2.3.2. ßçûê äëÿ âûðàæåíèÿ ñèñòåì çàâèñèìîñòåé

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ñïèñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

c1, c2, . . . , ch, (2.9)

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñïèñîê íîìåðîâ ôîðìóë ðàçáèâêè (2.8), ãäå h ⩾ 0 è ci ⩽ δ äëÿ
ëþáîãî i (1 ⩽ i ⩽ h).
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Ïóñòü y1, . . . , ym � ïåðåìåííûå ÿçûêà L0, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn � êîíñòàíòû ÿçûêà L0
èëè âûðàæåíèÿ âèäà yki , ãäå yi � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ ck-òîé ôîðìóëû ðàçáèâêè (2.8)

(1 ⩽ i ⩽m).
Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìîé óðàâíåíèé S â ïåðåìåííûõ è êîíñòàíòàõ ñ íåèçâåñò-

íûìè y1, . . . , ym (ñâÿçêîé) áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ðàâåíñòâ âèäà:

S ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α1 = β1

α2 = β2

. . .

αn = βn

(2.10)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé S áóäåì íàçûâàòü âñÿêèé íàáîð γ1, . . . , γm çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííûõ y1, . . . , ym, òàêîé, ÷òî â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym

íà èõ çíà÷åíèÿ â ðåøåíèè γ1, . . . , γm ðàâåíñòâà â ñèñòåìå S ïðåâðàòÿòñÿ â ãðàôè÷åñêèå

ðàâåíñòâà, ò. å. ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè êàæäîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.10) ñîâïàäóò.

Çàìå÷àíèå 1. Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ, åñòü ó äàííîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåøåíèå èëè íåò [7]. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî

α1, . . . , αn, β1, . . . , βn íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà èç ñèñòåìû ðà-

âåíñòâ S. Çàòåì íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè è ñäåëàòü âû-

âîä èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ïðàâèë: 1) åñëè â êàêîì-òî êëàññå åñòü 2 è áîëåå êîíñòàíòû, òî

ó äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåøåíèÿ íåò; 2) åñëè äëÿ êàæäîãî êëàññà âåðíî, ÷òî â í¼ì

ëèáî âîâñå íåò êîíñòàíò, ëèáî âñåãî 1 êîíñòàíòà, òî ó äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé åñòü

ðåøåíèå. Òîãäà ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êëàññîâ, â êîòîðûõ åñòü

âñåãî 1 êîíñòàíòà, íóæíî ïðèðàâíÿòü âñå ïåðåìåííûå ýòîé êîíñòàíòå. Äëÿ êëàññîâ, â

êîòîðûõ íåò êîíñòàíò, ïî óìîë÷àíèþ íóæíî âçÿòü ïåðâóþ ïåðåìåííóþ è ïðèðàâíÿòü

âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ýòîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S1:

S1 ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = y

y = b

z = w

z = a.

(2.11)

Ñèñòåìà S1 èìååò ðåøåíèå, ïîòîìó ÷òî âî âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ åé êëàññàõ ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå îäíîé êîíñòàíòû: {x, y, b}, {z,w, a}.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S2:

S2 ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = y

y = b

y = z

z = w

z = a.

(2.12)

Ñèñòåìà S2 íå èìååò ðåøåíèå, ïîòîìó ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâè-

âàëåíòíîñòè, â êîòîðîì åñòü äâå êîíñòàíòû: {x, y, z,w, a, b}.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (2.10) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè

ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

2.3.3. Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ çàìêíóòûõ íàáîðîâ

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ñåêâåíöèÿ âèäà (2.7) ñîäåðæèò êîíòðàðíóþ ïàðó, òî äëÿ íå¼

ìîæíî ïîñòðîèòü çàìêíóòûé íàáîð.

Îäíî÷ëåííûé çàìêíóòûé íàáîð. Åñëè â êàêîé-òî áëîê Ai âõîäèò ýëåìåíòàð-

íàÿ ôîðìóëà âèäà R(α1, . . . , αn) è ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà âèäà ⌝R(β1, . . . , βn), ãäå
α1, . . . , αn, β1, . . . , βn � êîíñòàíòû è ïåðåìåííûå, òîãäà ìîæíî çàäàòü ñèñòåìó óðàâíå-

íèé S:

S ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α1 = β1

α2 = β2

. . .

αn = βn.

(2.13)

Òîãäà âûðàæåíèå {i;S} áóäåò ÿâëÿòüñÿ îäíî÷ëåííûì çàìêíóòûì íàáîðîì. Ýòî âûðà-

æåíèå ìîæíî çàïèñàòü ïðîùå: {i[S]}.
Äâó÷ëåííûé çàìêíóòûé íàáîð. Åñëè â êàêîé-òî áëîê Ai âõîäèò ýëåìåíòàðíàÿ ôîð-

ìóëà âèäà R(α1, . . . , αn), à â êàêîé-òî äðóãîé áëîê Aj âõîäèò ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà âè-
äà âèäà ⌝R(β1, . . . , βn), ãäå α1, . . . , αn, β1, . . . , βn � êîíñòàíòû è ïåðåìåííûå, òîãäà ìîæíî
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çàäàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé S:

S ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α1 = β1

α2 = β2

. . .

αn = βn.

(2.14)

Òîãäà âûðàæåíèå {i, j;S} áóäåò ÿâëÿòüñÿ äâó÷ëåííûì çàìêíóòûì íàáîðîì. Ýòî âû-

ðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü ïðîùå: {i[S(i)], j[S(j)]}, ãäå S(i) îçíà÷àåò òå ðàâåíñòâà èç

ñèñòåìû óðàâíåíèé S, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ïåðåìåííûì áëîêà i.

Îïðåäåëåíèå 4. Çàìêíóòûé íàáîð áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì, åñëè ñèñòåìà

óðàâíåíèé S äîïóñòèìà.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü äàíà ñåêâåíöèÿ Σ:

→ ∃x(R(a, x) ∨ ⌝R(x, b)). (2.15)

Òîãäà îäíî÷ëåííûé íàáîð {1;x = a, x = b} ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì, à äâó÷ëåííûé íàáîð
{1,1;x1 = a, x2 = b} � äîïóñòèìûì.

Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíî ïîíÿòèå çàìêíóòîãî íàáîðà è äîïóñòèìîãî çàìêíóòîãî

íàáîðà, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ áëàãîïðèÿòíûõ

íàáîðîâ.

2.3.4. Ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ áëàãîïðèÿòíûõ íàáîðîâ

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà êðîìå äâóõ êëàññè÷åñêèõ ïðàâèë

âûâîäà À è Á õàðàêòåðíî íàëè÷èå åù¼ îäíîãî ïðàâèëà âûâîäà � ïðàâèëà ñêëåéêè.

Ïðàâèëî À çàäà¼ò àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ, èñõîäíûå áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû. Ïðàâèëî Á

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû èç óæå èìåþùèõñÿ. Êàê áóäåò âèäíî

äàëåå (â ÷àñòíîñòè íà ïðèìåðå 3, ñì. ðàçäåë 2.4.) íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ ïðàâèëà

ñêëåéêè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî áåç ýòîãî ïðàâèëà âûâîäà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íå ïîëó-

÷àåòñÿ ïîëó÷àòü íàáîðû ìåíüøåé ìåñòíîñòè, ÷åì òîé, ÷òî îáëàäàþò íàáîðû â ïîñûëêàõ

ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Á. Ïðîñòûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íóæíî ïîñòðî-

èòü âûâîä èç îäíèõ òîëüêî äâó÷ëåííûõ íàáîðîâ. Ïîëüçóÿñü òîëüêî ïðàâèëîì Á, ìû íå

ñìîæåì ïîëó÷èòü ïóñòîé íàáîð, âìåñòî ýòîãî íà êàæäîì øàãó áóäåì ïîëó÷àòü òîëüêî

äâó÷ëåííûå íàáîðû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñêëåéêè.

Ïðàâèëî À. Ëþáîé äîïóñòèìûé çàìêíóòûé íàáîð ÿâëÿåòñÿ áëàãîïðèÿòíûì íàáî-

ðîì.
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Ïðåäñòàâèì ïðàâèëî À â îïåðàòîðíîé çàïèñè:

Íàáîð Í � äîïóñòèìûé çàìêíóòûé íàáîð

Íàáîð Í � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð
(2.16)

Ïðàâèëî Á. Ïóñòü íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ âûâîäà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå áëàãîïðè-

ÿòíûå íàáîðû (âûäåëåííûå êîìïîíåíòû íàáîðîâ íàçûâàþòñÿ îòðåçàåìûìè êîìïîíåí-

òàìè):

{i11, . . . , ik11
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

α1

, 1 ;S1},

. . .,

{i1δ , . . . , ikδδ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

αδ

, δ ;Sδ}.

Äëÿ êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Á íåîáõîäèìî ñîáëþñòè óñëîâèå íà ïåðåìåí-

íûå îòðåçàåìûõ ÷àñòåé, à èìåííî: âñå îäíîèì¼ííûå ïåðåìåííûå èç îòðåçàåìûõ ÷àñòåé

äîëæíû èìåòü îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ñîáëþäåíèå ýòîãî òðåáîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà

ñ÷¼ò íàñûùåíèÿ íîâîé ñâÿçêè ñèñòåìîé ðàâåíñòâ:

S○ ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xk1+11 = xk2+11 = . . . = xkδ+11 ;

. . .

xk1+1n = xk2+1n = . . . = xkδ+1n .

Åñëè çàìêíóòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ S1 ∪ . . . ∪ Sδ ∪ S○ ïî òðàíçèòèâ-

íîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè è èñêëþ÷èòü èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïåðåìåííûå

xk1+11 , . . . , xkδ+11 , . . . , xk1+1n , . . . , xkδ+1n , òîãäà ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ S∗ = [S○ ∪
S1 . . . ∪ Sδ]/{xkj+1i }ni=1δj=1, ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò îïåðàöèþ çàìûêàíèÿ ìíîæå-

ñòâà ïî òðàíçèòèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè.

Òîãäà ìîæíî îáðàçîâàòü íîâûé çàìêíóòûé íàáîð {α1, . . . , αδ;S∗}, ãäå S∗ = [S○ ∪S1 ∪
. . . ∪ Sδ]/{xkj+1i }ni=1δj=1.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü Í1, Í2, . . ., Íδ � áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî δ-ïîñûëî÷íîå ïðàâèëî Á ïðèìåíèìî ê ïîñûëêàì Í1, Í2, . . ., Íδ, åñëè íàáîð Í,

ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè åãî ïðèìåíåíèè, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (è ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîïðè-

ÿòíûì íàáîðîì).

Óòâåðæäåíèå 2. δ-ïîñûëî÷íîå ïðàâèëî Á ïðèìåíèìî ê ïîñûëêàì Í1, Í2, . . ., Íδ

ò. è ò. ò., êîãäà ñâÿçêà S∗ äîïóñòèìà.
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Ïðåäñòàâèì δ-ïîñûëî÷íîå ïðàâèëî Á â îïåðàòîðíîé çàïèñè:

{α1,�
�1 ;S1},
. . .,

{αδ,��δ ;Sδ}.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

� áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû

Ñâÿçêà S∗ = [S○ ∪ S1 ∪ . . . ∪ Sδ]/{xkj+1i }ni=1δj=1 äîïóñòèìà

{α1, . . . , αδ;S∗} � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð

(2.17)

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ñåêâåíöèè (2.7) èìååòñÿ âñåãî îäíî ïðàâèëî Á. Íî äëÿ áîëåå

ñëîæíûõ ñåêâåíöèé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïðàâèë Á. Íàïðèìåð, äëÿ ñåêâåíöèè âèäà

→
n

⋁
i=1
Pi(

δi

⋀
j=1
Di,j) (2.18)

êîëè÷åñòâî ïðàâèë Á â îáùåì ñëó÷àå ðàâíî n.

Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà Á îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ äëÿ íåãî ïîñûëîê. Â

îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâà ïîñûëîê äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðàâèëÁ ðàçëè÷íû. Äëÿ óêàçàííîãî

â (2.18) âèäà ñåêâåíöèè êîëè÷åñòâî ïîñûëîê ïðàâèëà Á äëÿ i-òîãî áëîêà ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì δi.

Ïðàâèëî ñêëåéêè. Ïóñòü äàí áëàãîïðèÿòíûé íàáîð:

{i1, . . . , il;S}.

Âûáåðåì â ýòîì íàáîðå äâà êîìïîíåíòà ig è ih (1 ⩽ g, h ⩽ l), òàêèå, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî:
ig = ih.

Ïðîèçâåä¼ì íàñûùåíèå ñâÿçêè S çà ñ÷¼ò ðàâåíñòâ:

S◻ ⇌

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xg1 = xh1 ;

. . .

xgn = xhn.

Åñëè çàìêíóòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ S ∪ S◻ ïî òðàíçèòèâíîñòè è ñèììåòðè÷-

íîñòè è èñêëþ÷èòü èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïåðåìåííûå xh1 , . . . , x
h
n, òîãäà ïîëó÷èì

íîâóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ S∗ = [S ∪ S◻]/{xhi }ni=1, ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò îïåðà-

öèþ çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà ïî òðàíçèòèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè.

Òîãäà ìîæíî îáðàçîâàòü íîâûé çàìêíóòûé íàáîð {i1, . . . , ig, . . . , ih−1, ih+1, . . . , il;S∗},
ãäå S∗ = [S ∪ S◻]/{xhi }ni=1.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Í1 � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâèëî

ñêëåéêè ïðèìåíèìî ê ïîñûëêå Í1, åñëè íàáîð Í, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè åãî ïðèìåíåíèè,

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (è ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîïðèÿòíûì íàáîðîì).
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïðàâèëî ñêëåéêè ïðèìåíèìî ê ïîñûëêå Í1 ò. è ò. ò., êîãäà ñâÿçêà

S∗ äîïóñòèìà.

Ïðåäñòàâèì ïðàâèëî ñêëåéêè â îïåðàòîðíîé çàïèñè:

{i1, . . . , ig , . . . , ih−1,�
�ih , ih+1, . . . , il;S} � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð

ig = ih (1 ⩽ g, h ⩽ l)
Ñâÿçêà S∗ = [S ∪ S◻]/{xhi }ni=1 äîïóñòèìà

{i1, . . . , ig, . . . , ih−1, ih+1, . . . , il;S∗} � áëàãîïðèÿòíûé íàáîð

(2.19)

2.3.5. Îòíîøåíèå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 7. Ôîðìóëà A îòîáðàçèìà â ôîðìóëó B (A; B), åñëè ìîæíî íàéòè òà-

êóþ ïîäñòàíîâêó θ âìåñòî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû A, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà B: θA ≖ B.
Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî cåêâåíöèÿ Σ îòîáðàçèìà â ñåêâåíöèþ Σ1

(Σ ; Σ1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà θ âìåñòî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñåêâåí-

öèè Σ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîé ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ ñåêâåíöèÿ Σ1, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîä-

ñåêâåíöèåé Σ: θΣ ≖ Σ1 ⊆ Σ.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè cåêâåíöèÿ Σ âûâîäèìà, òî ëþáàÿ ñåêâåíöèÿ, â êîòîðóþ îíà

îòîáðàçèìà, òàêæå âûâîäèìà.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü äàíû äâà íàáîðà:

Í1: {i1, . . . , ik;S1},
Í2: {j1, . . . , js;S2}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð Í1 îòîáðàçèì â íàáîð Í2 (Í1 ; Í2), åñëè ñîáëþäåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ∃ϕ ∶ {1, . . . , k} ϕÐ→ {1, . . . , s}, ãäå k � äëèíà íàáîðà Í1, s � äëèíà íàáîðà Í2,

2. iu = jϕ(u), äëÿ ëþáûõ u (1 ⩽ u ⩽ k, 1 ⩽ ϕ(u) ⩽ s),
3. ∃η = {xlp = y

ϕ(l)
p ∣∀xlp ∈ il(1 ⩽ l ⩽ k,1 ⩽ p ⩽ n),∀yϕ(l)p ∈ jϕ(l)(1 ⩽ ϕ(l) ⩽ s,1 ⩽ p ⩽ n)}, ò. å.

íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïîäñòàíîâîê η â ôîðìå ðàâåíñòâ âèäà xlp = y
ϕ(l)
p ,

4. åñëè α = β ∈ S1, òî η(α) = η(β) ∈ S2, ãäå η � ñèñòåìà ïîäñòàíîâîê â ôîðìå ðàâåíñòâ

âèäà xlp = y
ϕ(l)
p èç ï. 3 íàñòîÿùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Íàáîð Í1 îòîáðàçèì â íàáîð Í2, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà

θ âìåñòî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàáîðà Í1, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîé ïîäñòàíîâêè ïîëó÷à-

åòñÿ íàáîð Í2, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäíàáîðîì Í1: θÍ1 ≖Í2 ⊆Í1. Ïðè ðàâåíñòâå äëèí íàáîðîâ
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k = s èìååò ìåñòî òðèâèàëüíîå îòîáðàæåíèå, â êîòîðîì íå ïðîèñõîäèò ñêëåéêè, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå èìååì íåòðèâèàëüíîå îòîáðàæåíèå ñî ñêëåéêîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå â

ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè θ ïîëó÷àåòñÿ íàáîð, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìî ïðàâèëî ñêëåéêè,

ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàáîðÍ2, ÿâëÿþùèéñÿ ñòðîãèì ïîäíàáîðîìÍ1:Í2 ⊂Í1.

2.3.6. Íàáîðû è ïðèìåðû íàáîðîâ

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì íàçûâàòü F -ñåêâåíöèÿìè ñåêâåíöèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ôîð-

ìóëû F :

→ F, . . . . (2.20)

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè F -ñåêâåíöèÿ âûâîäèìà, òî â íå¼ îòîáðàçèì êàíîíè÷åñêèé

ïðèìåð íåêîòîðîãî áëàãîïðèÿòíîãî íàáîðà.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïðèìåðîì íàáîðà Í áóäåì íàçûâàòü F -ñåêâåíöèþ âèäà:

→ F, Ãi1 , . . . , Ãik , (2.21)

ãäå Ai1 , . . . ,Aik � êîìïîíåíòû íàáîðà Í, Ãij � ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âìåñòî ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn áëîêà Aij ñåêâåíöèè (2.7) (1 ⩽ ij ⩽ δ), òàêàÿ, ÷òî âñå ðàâåíñòâà

âèäà (2.10) èç ñâÿçêè íàáîðà Í âûïîëíÿþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè çàìêíóòûé íàáîð äîïóñòèì, òî ëþáîé åãî ïðèìåð ñîäåðæèò

êîíòðàðíóþ ïàðó.

Çàìå÷àíèå 4. Ïî ëþáîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (2.10) èç ñâÿçêè íàáîðà

Í ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð íàáîðà Í.

Îïðåäåëåíèå 12. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (2.10) áóäåì íàçûâàòü óíèâåð-

ñàëüíûì, åñëè ýòî ðåøåíèå îòîáðàçèìî íà âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (2.10) èìååò ðåøåíèå, òî îíà èìååò

óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 5. Âñÿêîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç óíèâåðñàëüíîãî ðåøåíèÿ ïóò¼ì íàñû-

ùåíèÿ ñèñòåìû ðàâåíñòâ âèäà (2.10), ò. å. äîáàâëåíèÿ ê íåé íîâûõ ðàâåíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 13. Êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì íàáîðà Í (⌜Í⌝) áóäåì íàçûâàòü F -

ñåêâåíöèþ âèäà:

→ F,σAi1 , . . . , σAik , (2.22)

ãäå Ai1 , . . . ,Aik � êîìïîíåíòû íàáîðà Í, σ � óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

âèäà (2.10) äëÿ ïåðåìåííûõ áëîêîâ Ai1 , . . . ,Aik .
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Çàìå÷àíèå 6. Äëÿ ïóñòîãî íàáîðà åãî êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ F -

ñåêâåíöèÿ

→ F.

Çàìå÷àíèå 7. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó êàæäîãî íàáîðà åñòü òîëüêî îäèí êàíîíè÷åñêèé

ïðèìåð, ïîñêîëüêó âñå êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû îäíîãî íàáîðà ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè

äðóã äðóãó â òî÷íîñòè äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïî ëþáîìó áëàãîïðèÿòíîìó íàáîðó ìîæíî ïîñòðîèòü åãî êàíîíè-

÷åñêèé ïðèìåð.

Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè ñåêâåíöèÿ Σ ñîäåðæèò êîíòðàðíóþ ïàðó, òî íàéä¼òñÿ çà-

ìêíóòûé íàáîð Í, òàêîé, ÷òî åãî êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð ⌜Í⌝ îòîáðàçèì â ýòó ñåêâåíöèþ

è ýòîò êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð ñîäåðæèò êîíòðàðíóþ ïàðó.

Óòâåðæäåíèå 10. Äëÿ âñÿêîãî íàáîðà Í âåðíî, ÷òî åãî êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð ⌜Í⌝
îòîáðàçèì â ëþáîé ïðèìåð ýòîãî íàáîðà.

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü Í1 è Í2 � áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû è íàáîð Í1 îòîáðàçèì

â íàáîð Í2. Òîãäà êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð ⌜Í1⌝ îòîáðàçèì íà ëþáîé ïðèìåð íàáîðà Í2,

â ÷àñòíîñòè â êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð ⌜Í2⌝.
Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü Í1 è Í2 � áëàãîïðèÿòíûå íàáîðû è íàáîð Í1 îòîáðàçèì â

íàáîðÍ2 (â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèìî ïðàâèëî ñêëåéêè). Òîãäà åñëè âûâîäèì êàíîíè÷åñêèé

ïðèìåð ⌜Í1⌝, òî âûâîäèì ëþáîé ïðèìåð íàáîðàÍ2, â ÷àñòíîñòè â êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð

⌜Í2⌝.
Óòâåðæäåíèå 13. Íàáîð äîïóñòèì (íåäîïóñòèì) ò. è ò. ò., êîãäà ñóùåñòâóåò (íå

ñóùåñòâóåò) êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð íàáîðà.

2.3.7. Òåîðåìû î êîððåêòíîñòè è ïîëíîòå ñïåöèàëüíîãî âàðèàí-

òà îáðàòíîãî ìåòîäà

Ñôîðìóëèðóåì äëÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà îñíîâíûå òåîðåìû î êîð-

ðåêòíîñòè è ïîëíîòå.

Òåîðåìà 1. (òåîðåìà î êîððåêòíîñòè.) Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñåêâåíöèÿ Σ â

ÿçûêå L0 è èñõîäíîå èñ÷èñëåíèå G0. Òîãäà åñëè â ñîîòâåòñòâóþùåì åé èñ÷èñëåíèè

G
∗ áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ âûâîäèì ïóñòîé íàáîð ◻, òî ñåêâåíöèÿ Σ âûâîäèìà â

èñõîäíîì èñ÷èñëåíèè G0:

G∗ ⊢ ◻ ⇒ G0 ⊢ Σ. (2.23)
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Òåîðåìà 2. (òåîðåìà î ïîëíîòå.) Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñåêâåíöèÿ Σ â ÿçûêå L0 è
èñõîäíîå èñ÷èñëåíèå G0. Òîãäà åñëè ñåêâåíöèÿ Σ âûâîäèìà â èñõîäíîì èñ÷èñëåíèè G0,

òî â ñîîòâåòñòâóþùåì åé èñ÷èñëåíèè G∗ áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ âûâîäèì ïóñòîé

íàáîð ◻:
G0 ⊢ Σ ⇒ G∗ ⊢ ◻. (2.24)

2.3.8. Íîâàÿ íîòàöèÿ äëÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìå-

òîäà

Íîòàöèÿ îáðàòíîãî ìåòîäà ïîèñêà âûâîäà äîñòàòî÷íî ñëîæíà êàê â ïåðâîíà÷àëüíûõ åãî

âàðèàíòàõ, ïðåäëîæåííûõ Ñ. Þ. Ìàñëîâûì, òàê è â åãî áîëåå ïîçäíèõ âåðñèÿõ. Äëÿ

ýôôåêòèâíîé àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà âûâîäà îáðàòíûì ìåòîäîì è ïîñòðîåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâ ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà íåîáõîäèìî óïðîñòèòü íîòàöèþ îáðàòíîãî ìåòîäà.

Ðàññìîòðåííûé ñïåöèàëüíûé âàðèàíò îáðàòíîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííûé

Â.Ï.Îðåâêîâûì, òàêæå íå ðåøàåò âîïðîñ óäîáñòâà íîòàöèè3. Ýòó ïðîáëåìó ïîç-

âîëÿåò ðåøèòü íîâûé ñïîñîá çàïèñè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, êðîìå òîãî, îí

ïðîùå âîñïðèíèìàåòñÿ è åãî ëåã÷å çàïðîãðàììèðîâàòü.

Â îñíîâå íîâîé íîòàöèè ëåæèò ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ èäåÿ: ïðèâÿçàòü ýëåìåíòû ñâÿçêè

ê òåì êîìïîíåíòàì íàáîðà, ÷üè ïåðåìåííûå ôèãóðèðóþò â äàííîì ýëåìåíòå ñâÿçêè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íàáîð:

[2,2;x1 = a, x2 = y1].

Â ñâÿçêå åñòü çàâèñèìîñòè äëÿ ïåðåìåííûõ èç ïåðâîãî è âòîðîãî êîìïîíåíòîâ íàáî-

ðîâ. Åñëè çàïèñàòü ðÿäîì ñ êîìïîíåííòîì íàáîðà îòíîñÿùèåñÿ ê íåìó ýëåìåíòû ñâÿçêè,

òî ïîëó÷èì ñâîåãî ðîäà çàïèñü ïðèìåðà íàáîðà ñ ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìîé ïîäñòàíîâîê:

{2[x = a, y = x],2[x = y]}.

Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàäèöèîííîé íîòàöèè â íîâóþ

1. Âûðàæåíèÿ òèïà

xin = a,
3Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî íà ñïåöèàëüíîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà Â.Ï. Îðåâêîâ ïðåä-

ñòàâèë ñïåöèàëüíóþ ãðàôîâóþ íîòàöèþ äëÿ îáðàòíîãî ìåòîäà. Îäíàêî å¼ àíàëèç íå âîø¼ë â çàäà÷è

íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.
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ãäå a � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðåîáðàçóþòñÿ â xn = a è çàïèñûâàþòñÿ â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ ó i-òîãî êîìïîíåíòà íàáîðà:

i[xn = a].

2. Âûðàæåíèÿ òèïà

xin = yjm,

ãäå yjm � ïåðåìåííàÿ, ïðåîáðàçóþòñÿ â äâà âûðàæåíèÿ:

(a) xn = z;

(b) ym = z,

äëÿ íåêîòîðîé íîâîé ïåðåìåííîé z è çàïèñûâàþòñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ:

(a) ó i-òîãî êîìïîíåíòà íàáîðà:

i[xn = z],

(b) ó j-òîãî êîìïîíåíòà íàáîðà:

j[ym = z].

Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè ðàçðàáîòêå íîâîé íîòàöèè ÿâëÿëîñü èçáàâëåíèå îò ëèøíåé

èíäåêñàöèè â âûðàæåíèÿõ ñâÿçêè íàáîðîâ. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïðèìåíå-

íèè ïðàâèë âûâîäà èíäåêñàöèþ ïðèõîäèòñÿ êîððåêòèðîâàòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,

âîîáùå ãîâîðÿ, äîâîëüíî òðóäî¼ìêèé ïðîöåññ. Ñðàíåíèå ýôôåêòèâíîñòè íîâîé íîòàöèè

ïî îòíîøåíèþ ê òðàäèöèîííîé ïðèâåäåíî íà ïðèìåðå 3 âûâîäîâ îáðàòíûì ìåòîäîì (ñì.

ðàçä. 2.4.).

2.4. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ âûâîäîâ îáðàòíûì ìåòîäîì

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ âûâîäîâ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîãî âàðè-

àíòà îáðàòíîãî ìåòîäà. Íà ïåðâîì ïðèìåðå áóäóò ïîäðîáíî ðàçîáðàíû âñå øàãè ïîñòðî-

åíèÿ âûâîäà, ïðîÿñíåíû âñå ýòàïû ðàáîòû, ïðîâîäèìîé íàä ñåêâåíöèåé è ïîëó÷àåìûìè

íàáîðàìè. Â ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ òàêàÿ äåòàëèçàöèÿ áóäåò îïóùåíà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü äàíà ñåêâåíöèÿ Σ:

→ ∃x(R(a, x) ∨ ⌝R(x, b)). (2.25)

Ïîñòðîèì å¼ äîêàçàòåëüñòâî â èñ÷èñëåíèè G0:
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→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b),R(a, a) ∨ ⌝R(a, b) ,Γ
→ ∃→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b),Γ

→ ∃→ ∃x(R(a, x) ∨ ⌝R(x, b))⇋ Γ

Ñåêâåíöèÿ (2.25) èìååò âèä:

→
n

⋁
i=1
Pi(

δi

⋀
j=1
Di,j), (2.26)

ãäå Pi � ïðîèçâîëüíûå êâàíòîðíûå ïðåôèêñû, Di,j � ïðîñòûå äèçúþíêöèè, ïðè n = 1 è

δ1 = 1. Â ðàçáèâêó ñåêâåíöèè (2.25) âõîäèò îäíà ïðîñòàÿ äèçúþíêöèÿ D1,1:

R(a, x) ∨ ⌝R(x, b). (2.27)

Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû (2.27) è çàôèêñèðóåì ñïèñîê C:

1. (2.28)

Ïðîñòàÿ äèúþíêöèÿ D1,1 èìååò âèä:

Di,j =
µi,j

⋁
k=1

Ai,j,k, (2.29)

ãäå Ai,j,k � ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì âñå îáîçíà÷åíèÿ íà ðàçáèâêå (2.27):

D1,1

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
R(a, x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,1,1

∨⌝R(x, b)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,1,2

, (2.30)

Íàéä¼ì âñå êîíòðàðíûå ïàðû ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë Ai,j,k èç (2.30) (ò. å. òàêèå ïà-

ðû ôîðìóë, îäíà èç êîòîðûõ ìîæåò ñòàòü îòðèöàíèåì äðóãîé ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé

óíèôèêàöèè àðãóìåíòîâ). Òàêàÿ ïàðà âñåãî îäíà:

A1,1,1 è A1,1,2, ò. å. R(a, x) è ⌝R(x, b). (2.31)

Ðàññìîòðèì ïàðó ôîðìóë (2.31). Îäíî÷ëåííûé íàáîð ïî ýòîé ïàðå ïîñòðîèòü íåëüçÿ,

ïîñêîëüêó íåò óíèôèêàöèè, äåëàþùåé ýòè ôîðìóëû êîíòðàðíûìè. Íî ìîæíî ïîñòðîèòü

äâó÷ëåííûé íàáîð. Äëÿ ýòîãî íóæíî îñóùåñòâèòü äâå ïîäñòàíîâêè â îäèí è òîò æå

ýëåìåíò ðàçâèâêè è ïîëó÷èòü äâà ïðèìåðà ýòîé ôîðìóëû. ×òîáû îòëè÷àòü îäíîèì¼ííûå

ñîáñòâåííûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ðàçíûå êîìïîíåíòû íàáîðà, ñíàáäèì ñîáñòâåííûå

ïåðåìåííûå ôîðìóë âåðõíèìè èíäåêñàìè:

R(a, x1) è ⌝R(x2, b). (2.32)
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Çäåñü âèäíî, ÷òî â ïåðâîì êîìïîíåíòå íàáîðà íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîçèòèâíàÿ

ïîäôîðìóëà, à âî âòîðîì � íåãàòèâíàÿ. Îäíàêî ìîæíî âûáðàòü ïîäôîðìóëû íàîáîðîò:

⌝R(x1, b) è R(a, x2). (2.33)

Èç (2.32) âèäíî, ÷òî:

1) åñëè âìåñòî x2 ïîäñòàâèòü òåðì a, òî ìû óíèôèöèðóåì ïåðâûé àðãóìåíò ýòîé

ïàðû: R(a, x1) è ⌝R(a, b),
2) åñëè òåïåðü âìåñòî x1 ïîäñòàâèòü òåðì b, òî ìû óíèôèöèðóåì è âòîðîé àðãóìåíò

ýòîé ïàðû: R(a, b) è ⌝R(a, b), ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì êîíòðàðíóþ ïàðó.

Çàïèøåì óñòàíîâëåííûå çàâèñèìîñòè â ôîðìå:

1) x2 = a;
2) x1 = b.
Òåïåðü ìû ãîòîâû çàïèñàòü çàìêíóòûé íàáîð Í1:

[1,1;x2 = a, x1 = b], (2.34)

ãäå ñïèñîê 1,1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê íîìåðîâ ôîðìóë ðàçáèâêè (2.28), êîòîðûé â

äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî îáå ôîðìóëû, êîòîðûå îáðàçóþò êîíòðàðíóþ ïàðó, âõîäÿò

â ïåðâóþ ôîðìóëó ðàçáèâêè (2.27), à ñïèñîê x2 = a, x1 = b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïóñòè-

ìóþ ñèñòåìó çàâèñèìîñòåé, ïðè êîòîðîé îáå ôîðìóëû îáðàçóþò çàìêíóòûé íàáîð. Ïî

ïðàâèëó À, íàáîð Í1 ÿâëÿåòñÿ áëàãîïðèÿòíûì.

Ïåðåïèøåì íàáîð Í1 â íîâîé íîòàöèè:

{1[x = b],1[x = a]}. (2.35)

Äëÿ êîíòðàðíîé ïàðû (2.33) çàâèñèìîñòè áóäóò îáðàòíûìè:

1) x1 = a;
2) x2 = b,

à ñîîòâåòñòâóþùèé çàìêíóòûé íàáîð Í2 çàïèñûâàåòñÿ:

[1,1;x1 = a, x2 = b], (2.36)

îí æå â íîâîé íîòàöèè:

{1[x = a],1[x = b]}. (2.37)

Ïîñêîëüêó δ1 = 1, ïðàâèëî Á äëÿ äàííîé ñåêâåíöèè èìååò âñåãî îäíó ïîñûëêó. Ïðè-

ìåíÿÿ äâàæäû ïðàâèëî Á ê ëþáîìó èç íàáîðîâ Í1 èëè Í2, ïîëó÷àåì ïóñòîé íàáîð.
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Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå íàáîðà Í1: ïðè ïåðâîì ïðèìåíåíèè ïðàâèëà Á ïîëó÷àåì ñíà-

÷àëà íàáîð {1[x = b]}, à ïîòîì ïóñòîé íàáîð ◻.
Çàïèøåì ïîëó÷èâøèéñÿ âûâîä ïóñòîãî íàáîðà äëÿ ñåêâåíöèè (2.25) â èñ÷èñëåíèè

áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ G∗:

1. {1[x = b],1[x = a]} A

2.
{1[x=b], ����1[x=a]}

{1[x=b]} Á, 1

3.
{����1[x=b]}

◻ Á, 2

(2.38)

Â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ çàâèñèìîñòÿìè, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå

ïðàâèëà Á ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêè. Ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ Σ:

→ ∃x((P (x) ∨ ⌝P (a)) & (P (x) ∨ ⌝P (b))). (2.39)

Ïîñòðîèì å¼ äîêàçàòåëüñòâî â èñ÷èñëåíèè G0:

→ P (a) ∨ ⌝P (a) , Γ

→ P (a) ∨ ⌝ P (b), P (b)∨ ⌝P (a) , Γ → P (b) ∨ ⌝P (b) , Γ1

→ &
→ P (b) ∨ ⌝P (a) & P (b) ∨ ⌝P (b),Γ1

→ ∃
→ P (a) ∨ ⌝P (b),Γ⇋ Γ1

→ &
→ P (a) ∨ ⌝P (a) & P (a) ∨ ⌝P (b),Γ

→ ∃
→ ∃x(P (x) ∨ ⌝P (a) & P (x) ∨ ⌝P (b))⇋ Γ

Ñåêâåíöèÿ (2.39) èìååò âèä (2.26) ïðè n = 1 è δ1 = 2. Å¼ ðàçáèâîé ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê èç

äâóõ ïðîñòûõ äèçúþíêöèé D1,1 è D1,2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò âèä (2.29):

P (x) ∨ ⌝P (a), P (x) ∨ ⌝P (b). (2.40)

Ïðîíóìåðóåì ïðîñòûå äèçúþíêöèè D1,1 è D1,2 è çàôèêñèðóåì ñïèñîê C, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ðàçáèâêå (2.40):

1,2. (2.41)

Òîãäà ðàçáèâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D1,1

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
P (x)
´¸¹¶
A1,1,1

∨⌝P (a)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
A1,1,2

,

D1,2

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
P (x)
´¸¹¶
A1,2,1

∨⌝P (b)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
A1,2,2

, (2.42)

Çàìêíóòûìè íàáîðàìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåêâåíöèè áóäóò:

[1;x1 = a], [1,2;x2 = a],

[2;x1 = b], [1,2;x1 = b],
(2.43)
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èëè, ïîëüçóÿñü äðóãîé íîòàöèåé:

{1[x = a]}, {1,2[x = a]},

{2[x = b]}, {1[x = b],2}.
(2.44)

Ïîñêîëüêó δ1 = 2, âñå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Á èìåþò äâå ïîñûëêè.

Ïîñòðîèì âûâîä ïóñòîãî íàáîðà äëÿ ñåêâåíöèè (2.39) â ñîîòâåòñòâóþùåì èñ÷èñëåíèè

áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ G∗:

1. {1[x = a]} A

2. {2[x = b]} A

3. {1[x = b],2} A

4. {1,2[x = a]} A

5.
{����1[x=a]} {1, ���

�2[x=a]}
{1} Á, 1, 4

6.
{����2[x=b]} {����1[x=b], 2}

{2} Á, 2, 3

7.
{�1} {�2}

◻ Á, 5, 6

(2.45)

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðàâèëî Á ê 1-é è 2-é ïîñûëêàì (à òàêæå

ê ê 3-é è 4-é) íå ïðèâåëà áû íàñ ê óñïåøíîìó ïîñòðîåíèþ äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó â

ýòîì ñëó÷àå áûë áû ïîëó÷åí íåäîïóñòèìûé íàáîð ñ íåðàçðåøèìîé ñèñòåìîé çàâèñèìî-

ñòåé.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ Σ:

→ ∃x, y((R(a, x) ∨ ⌝R(x, b)) & (Q(a, y) ∨ ⌝Q(y, b))). (2.46)

Ïîñòðîèì å¼ äîêàçàòåëüñòâî â èñ÷èñëåíèè G0:

⋱ ⋮ ⋰
→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b),Γ

⋱ ⋮ ⋰
→ Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b),Γ

→ &→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b) & Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b),Γ
→ ∃→ ∃x, y(R(a, x) ∨ ⌝R(x, b) & Q(a, y) ∨ ⌝Q(y, b))⇋ Γ

Ëåâàÿ âåòâü ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

→ R(a, a)∨ ⌝R(a, b) , Γ1[ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b)]

⋱ ⋮ ⋰

→ Q(a, a) ∨ ⌝Q(a, b),Γ1

→ &
→ R(a, a) ∨ ⌝R(a, b) & Q(a, a) ∨ ⌝Q(a, b),Γ1

→ ∃,
→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b),Γ⇋ Γ1
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ãäå íåäîñòàþùàÿ ÷àñòü ñëåäóþùàÿ:

→ R(a, a)∨ ⌝R(a, b) , Γ2[ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b)] → Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b),Γ2[Q(a, a)∨ ⌝Q(a, b) ]

→ &
→ R(a, a) ∨ ⌝R(a, b) & Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b),Γ2

→ ∃
→ Q(a, a) ∨ ⌝Q(a, b),Γ1 ⇋ Γ2

Ïðàâàÿ âåòâü ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⋱ ⋮ ⋰

→ R(a, a) ∨ ⌝R(a, b),Γ3 → Q(a, a)∨ ⌝Q(a, b) , Γ3[ Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b)]
→ &

→ R(a, a) ∨ ⌝R(a, b) & Q(a, a) ∨ ⌝Q(a, b),Γ3
→ ∃,

→ Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b),Γ⇋ Γ3

ãäå íåäîñòàþùàÿ ÷àñòü ñëåäóþùàÿ:

→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b),Γ4[R(a, a)∨ ⌝R(a, b) ] → Q(a, a)∨ ⌝Q(a, b) , Γ4[ Q(a, b) ∨ ⌝Q(b, b)]
→ &

→ R(a, b) ∨ ⌝R(b, b) & Q(a, a) ∨ ⌝Q(a, b),Γ4
→ ∃

→ R(a, a) ∨ ⌝R(a, b),Γ3 ⇋ Γ4

Ñåêâåíöèÿ (2.46) èìååò âèä (2.26) ïðè n = 1 è δ1 = 2. Å¼ ðàçáèâîé ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê èç

äâóõ ïðîñòûõ äèçúþíêöèé D1,1 è D1,2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò âèä (2.29):

R(a, x) ∨ ⌝R(x, b),Q(a, y) ∨ ⌝Q(y, b). (2.47)

Ðàçáèâêà ýòîé ñåêöâåíöèè:

D1,1

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
R(a, x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,1,1

∨⌝R(x, b)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,1,2

,

D1,2

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
Q(a, y)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,2,1

∨⌝Q(y, b)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,2,2

, (2.48)

Çàìêíóòûìè íàáîðàìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåêâåíöèè áóäóò:

[1,1;x1 = b, x2 = a], [1,1;x1 = a, x2 = b],

[2,2; y1 = b, y2 = a], [2,2; y1 = a, y2 = b],
(2.49)

èëè â äðóãîé íîòàöèè:

{1[x = b],1[x = a]}, {1[x = a],1[x = b]},

{2[y = b],2[y = a]}, {2[y = a],2[y = b]}.
(2.50)

Ïîñêîëüêó δ1 = 2, âñå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Á èìåþò äâå ïîñûëêè.
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Ïîñòðîèì âûâîä ïóñòîãî íàáîðà äëÿ ñåêâåíöèè (2.46) â ñîîòâåòñòâóþùåì èñ÷èñëåíèè

áëàãîïðèÿòíûõ Σ-íàáîðîâ G∗:

1. {1[x = b],1[x = a]} A

2. {1[x = a],1[x = b]} A

3. {2[y = b],2[y = a]} A

4. {2[y = a],2[y = b]} A

5.
{1[x=b], ����1[x=a]} {2[y=b], ����2[y=a]}

{1[x=b],2[y=b]} Á, 1, 3

6.
{1[x=a], ����1[x=b]} {2[y=a], ����2[y=b]}

{1[x=a],2[y=a]} Á, 2, 4

7.
{1[x=b], ����2[y=b]} {1[x=b], ����1[x=a]}

{1[x=b],1[x=b]} Á, 5, 1

8.
{1[x=b],����1[x=b]}

{1[x=b]} ñêëåéêà, 7

9.
{����1[x=a],2[y=a]} {����2[y=b],2[y=a]}

{2[y=a],2[y=a]} Á, 6, 3

10.
{2[y=a],����2[y=a]}

{2[y=a]} ñêëåéêà, 9

11.
{����1[x=b]} {����2[y=a]}

◻ Á, 8, 10

(2.51)

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçàòåëåí òåì, ÷òî èçíà÷àëüíî ó íàñ áûëè òîëüêî äâó÷ëåííûå áëàãî-

ïðèÿòíûå íàáîðû. Ïðèìåíåíèåì ïðàâèëàÁ ìû èç äâó÷ëåííûõ íàáîðîâ ìîæåì ïîëó÷àòü

òîëüêî äâó÷ëåííûå æå íàáîðû. Êàê âèäíî èç ýòîãî ïðèìåðà, â òàêèõ ñèòóàöèÿõ íàì ïî-

ìîãàåò äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî ñêëåéêè, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìû ìîæåì ïîíèçèòü

ìåñòíîñòü ïîëó÷àþùèõñÿ íàáîðîâ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè íîâîé íîòàöèè ïî îòíîøåíèþ ê òðàäèöèîííîé, ïðè-

âåä¼ì âûâîä òîé æå ñåêâåíöèè â òðàäèöèîííîé íîòàöèè:

1. {1,1;x1 = b, x2 = a} A

2. {1,1;x1 = a, x2 = b} A

3. {2,2; y1 = b, y2 = a} A

4. {2,2; y1 = a, y2 = b} A

5.
{1, 1; x1=b,x2=a} {2, 2; y1=b,y2=a}

{1, 2,12 ;x1=b,���
x3

x2=a,��7
y2

y1=b,��7
y3

y2=a}
Á, 1, 3

{1, 2, ��
1
2 ;x1 = b,����x3 = a, y2 = b,����y3 = a}
{1, 2; x1 = b, y2 = b}

6.
{1, 1; x1=a, x2=b} {2, 2; y1=a, y2=b}

{1, 2,12 ;x1=a,���
x3

x2=b,��7
y2

y1=a,��7
y3

y2=b}
Á, 2, 4

{1, 2, ��
1
2 ;x1 = b,����x3 = b, y2 = a,����y3 = b}
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{1, 2;x1 = a, y2 = a}

7.
{1, 1; x1=b, x2=a} {1, 2; x1=b, y2=b}

{1, 1,12 ;x1=b,��7
y3

y2=b,���
x2

x1=b,���
x3

x2=a}
Á, 5, 1

{1, 1, ��
1
2 ;x1 = b,����y3 = b, x2 = b,����x3 = a}
{1, 1;x1 = b, x2 = b}

8.
{1, �1;x1=b,���x2=b}

{1;x1=b} ñêëåéêà, 7

9.
{1, 2; x1=a, y2=a} {2, 2; y1=b, y2=a}

{2, 2 1
2 ;���

x3

x1=b,��7
y1

y2=a,y2=a,��7
y3

y1=b}
Á, 6, 3

{2, 2, ��
1
2 ;����x3 = b, y1 = a,����y3 = b, y2 = a}
{2, 2; y1 = a, y2 = a}

10.
{2, 2; y1=a, y2=a}

{2; y1=a} ñêëåéêà, 9

11.
{1;x1=b} {2; y1=a}

{1
2 ;x1=b,y1=a} Á, 8, 10

{��12 ;����x1 = b,����y1 = a}
◻

Íà ýòîì ïðèìåðå âèäíî, ÷òî ïðè ñòàðîé íîòàöèè êàæäîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Á òðå-

áóåò ïðîâåäåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàáîðîâ, ñâÿ-

çàííûõ, ïðåæäå âñåãî, ñî ñìåùåíèåì èíäåêñàöèè ïðè óäàëåíèè îòðåçàåìûõ ÷àñòåé íà-

áîðîâ.
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Ãëàâà 3.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

ïîèñêà âûâîäà íà îñíîâå îáðàòíîãî

ìåòîäà

3.1. Ñõåìà ìàøèííîãî àëãîðèòìà ÀÓÂ

Â ðàáîòå [6] èçëîæåíà ñõåìà ìàøèííîãî àëãîðèòìà óñòàíîâëåíèÿ âûâîäèìîñòè (ÀÓÂ)

â êëàññè÷åñêîì è÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè çíàêàìè, ðàçðàáîòàííîãî

ãðóïïîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ËÎÌÈ. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ýòî åäèíñòâåííîå

îïèñàíèå àëãîðèòìà ÀÓÂ. Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü ñòðóêòóðó ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà

ïîèñêà âûâîäà íà îñíîâå îáðàòíîãî ìåòîäà, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå, ïðîàíàëèçèðóåì ñõåìó àëãîðèòìà ÀÓÂ. Îáùàÿ áëîê-ñõåìà ÀÓÂ ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 3.1.

Íà âõîä àëãîðèòìà ïðèõîäèò ôîðìóëà, îíà ïîïàäàåò â áëîê ¾ìàòðèöà çàìêíóòûõ¿

(ìç), ãäå ñîñòàâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà òàáëèöà, â êîòîðîé õðàíÿòñÿ âñå âîçìîæíûå èñõîäíûå

çàìêíóòûå íàáîðû äëÿ äàííîé ôîðìóëû, óïîðÿäî÷åííûå ïî ÷èñëó i, ïîñëåäíåìó êîì-

ïîíåíòó íàáîðà. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì â ýòîì áëîêå ðàñïîçíàþòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòåé-

øèå ñëó÷àè íåâûâîäèìîñòè (íàïðèìåð, êîãäà â ôîðìóëå íåò íè îäíîé ïîòåíöèàëüíîé

êîíòðàðíîé ïàðû, â ñèëó ÷åãî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü íè îäíîãî çàìêíóòîãî íàáîðà).

Ïî ìç ñòðîèòñÿ èíäåêñèðîâàííûé ñïèñîê ñïåöèàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé íàáîðîâ � ¾íà-

áîðîâ íàáîðîâ ñ ëàêóíàìè¿ (ííë), îáîçíà÷åííûé â ñõåìå êàê Q.

Ñëåäóþùèé áëîê àëãîðèòìà � ¾Èçâëå÷åíèå èç Q¿. Â í¼ì èç ñïèñêà Q âûáèðàåò-

ñÿ òàêàÿ ïàðà U,k, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Á ê U ñ èíäåêñîì k îáåùàåò ïîëó÷åíèå
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Ðèñ. 3.1: Îáùàÿ áëîê-ñõåìà ÀÓÂ.

íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà. Îäíîâðåìåííî ïîñûëàåòñÿ çàïðîñ íà ïðîâåðêó, âîçìîæíî ëè

ïîïîëíèòü Q íîâûìè ííë, êîòîðûå åù¼ íå èñïîëüçîâàëèñü è êîòîðûå îáåùàþò áîëåå

ëó÷øèé ðåçóëüòàò. Åñëè òàêèå ííë ïîñòðîèòü óäà¼òñÿ, ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå â ñïåöè-

àëüíûé áëîê ¾Ôîðìèðîâàíèå ííë¿, â êîòîðîì ýòè ííë ñòðîÿòñÿ è çàòåì äîáàâëÿþòñÿ

â ñïèñîê Q. Äëÿ èòîãîâîé âûáðàííîé ïàðû U,k èíäåêñ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Åñëè ýòîò

èíäåêñ ïðåâîñõîäèò çàðàíåå óñòàíîâëåííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ýòîò ííë óäàëÿåòñÿ

èç Q. Åñëè èç Q áóäóò óäàëåíû âñå ííë, òî àëãîðèòì âîçâðàùàåò ¾Âûâåñòè ôîðìóëó íå

óäàëîñü¿.

Ïîñëå òîãî, êàê ïàðà U,k âûáðàíà, îíà ïîïàäàåò â áëîê ¾Ïðàâèëî Á¿, â êîòîðîì

ïî ïîñòóïèâøèì íàáîðàì ñòðîÿòñÿ â îáùåì ñëó÷àå íåñêîëüêî íîâûõ íàáîðîâ. Åñëè íè

îäíîãî íàáîðà ïîñòðîèòü íå óäàëîñü, òî àëãîðèòì âîçâðàùàåòñÿ ê áëîêó ¾Èçâëå÷åíèå

èç Q¿.

Ïîëó÷åííûå íàáîðû ïðèõîäÿò â ôèíàëüíûé áëîê àëãîðèòìà � ¾Óïðàâëåíèå ïîä-

íàáîðíîñòüþ¿, â êîòîðîì àíàëèçèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå íàáîðû. Åñëè ïîëó÷åííûé íàáîð

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óæå ñóùåñòâóþùåãî, òî ýòîò íàáîð ïðîïóñêàåòñÿ. Åñëè íàéäåí ïó-

ñòîé íàáîð, òî àëãîðèòì âîçâðàùàåò ¾Ôîðìóëà âûâîäèìà¿, îñòàëüíûå íàáîðû àëãîðèòì

çàïèñûâàåò â ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííî îñòàíàâëèâàåò

ñâîþ ðàáîòó. Åñëè àëãîðèòìó óäàëîñü ïîñòðîèòü ïóñòîé íàáîð, òî àëãîðèòì âîçâðàùàåò

¾Ôîðìóëà âûâîäèìà¿, åñëè íå óäàëîñü, òî âûâîäèò ëèáî ¾Ôîðìóëà íåâûâîäèìà¿, ëèáî
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¾Âûâåñòè ôîðìóëó íå óäàëîñü¿ (åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû âîçíèêàëè íàáîðû, ñëîæíîñòü

êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò çàðàíåå óñòàíîâëåííûå îãðàíè÷åíèÿ, íàïðèìåð, íà äëèíó çàïèñåé

íàáîðîâ).

3.2. Ñõåìà ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà â íàñòîÿùåé ðàáîòå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåàëèçîâûâàëñÿ ñïåöèàëüíûé âàðèàíò îáðàòíîãî ìåòîäà, îïèñàí-

íûé â ðàçäåëå 2.3. Îáùàÿ áëîê-ñõåìà ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.2:

Ðèñ. 3.2: Îáùàÿ áëîê-ñõåìà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÎÌ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Èç ïðèâåä¼ííîé áëîê-ñõåìû àëãîðèòìà âèäíî, ÷òî ÷åòûðå âõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî

ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì áëîêîâ îñóùåñòâëÿþò ïðîâåðêè è ïðåäâàðèòåëüíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ âõîäíîé ôîðìóëû, à òàêæå ãåíåðèðóþò èñõîäíûå íàáîðû äëÿ ïîñëåäóþùå-

ãî äîêàçàòåëüñòâà. Îñíîâíàÿ ðàáîòà àëãîðèòìà ñîñðåäîòî÷åíà â òð¼õ áëîêàõ: ¾Áëîêå

ïîñòðîåíèÿ ñîâîêóïíîñòè íàáîðîâ¿, îáîãîùàåìîì íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà íî-

âûìè íàáîðàìè, ïîëó÷åííûìè èç ¾Áëîêà ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ñêëåéêè¿ èëè ¾Áëîêà

ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Á¿. Íà âûõîäå ðàáîòû àëãîðèòìà èìååòñÿ îòäåëüíûé áëîê äëÿ

ôîðìèðîâàíèÿ âûâîäà íà ýêðàíå êîìïüþòåðà.
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Ãëàâà 4.

Ñðàâíåíèå îáðàòíîãî ìåòîäà ñ ìåòîäîì

ðåçîëþöèè

4.1. Óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ

Îäíîé èç çàäà÷ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ïî ýôôåêòèâíîñòè àëãî-

ðèòìîâ îáðàòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ðåçîëþöèé. Ïðîâåäåíèå òàêîãî èññëåäîâàíèÿ âûçâà-

íî çàìå÷àíèåì Ñ.Þ. Ìàñëîâà î òîì, ÷òî îáðàòíûé ìåòîä íå óñòóïàåò ïî ýôôåêòèâíîñòè

ìåòîäó ðåçîëþöèè [16]. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîêà äîëæíûì îáðàçîì íå èññëåäîâàëîñü.

Íåêîòîðûå ïîïûòêè òàêîãî èññëåäîâàíèÿ äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé îáíàðóæèâàþòñÿ

â ðàáîòàõ [22], [23]. Àâòîðû äåëàþò çàêëþ÷åíèå, ÷òî ¾äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ìå-

òîä Ìàñëîâà íå óñòóïàåò ïî ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäó ðåçîëþöèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-

òû ïîäòâåðäèëè òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè Ñ.Þ. Ìàñëîâà¿ [23, ñ. 11-12]. Ýòè ðåçóëüòàòû

íåóäîâëåòâîðèòåëüíû ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèëîñü

äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ïîäêëàññà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ � ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Âî-âòîðûõ,

ðåçóëüòàòû íîñÿò àáñòðàêòíûé õàðàêòåð, áåç óêàçàíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ äàííûõ ïðîèç-

âåä¼ííûõ èçìåðåíèé è ñðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ïî ýôôåêòèâíîñòè

àëãîðèòìîâ îáðàòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ðåçîëþöèé îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Íà ÷àñòè÷íîå å¼

ðàçðåøåíèå áûëî íàöåëåíî íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ äâóõ àëãîðèòìîâ ïî ýôôåêòèâíîñòè

íóæíî ââåñòè íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òîáû ðåçóëüòàòû áûëè àäåêâàòíûìè. Êëþ÷å-

âûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿëèñü:

1) ñðàâíåíèå áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ äëÿ ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ

áåç ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêîâ è áåç ðàâåíñòâà;
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2) îáà ìåòîäà èñïîëüçóþòñÿ â ñâî¼ì ñàìîì áàçîâîì âàðèàíòå, áåçî âñÿêèõ îïòèìè-

çèðóþùèõ ïðîöåññ ïîèñêà âûâîäà äîáàâëåíèé, òàêòèê è óòî÷íåíèé;

3) ìíîæåñòâî ôîðìóë, íà êîòîðûõ áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñðàâíåíèå, äîëæíû ïðèíàä-

ëåæàòü îäíîìó êëàññó ðàçðåøèìîñòè;

4) ôîðìóëû èç òåñòèðîâî÷íîãî ìíîæåñòâà äîëæíû îáëàäàòü îäèíàêîâîé ñëîæíî-

ñòüþ, ÷òîáû ìîæíî áûëî îöåíèòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.

4.2. Òåñòîâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë

Çàôèêñèðñóåì êëàññ ôîðìóë, íà êîòîðîì áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñðàâíåíèå ðàáîòû äâóõ

àëãîðèòìîâ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè áûë

âûáðàí òðèâèàëüíûé ïîäêëàññ ðàçðåøèìîãî êëàññà (∀∃) ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

âèäà:

∃x1, . . . , xn
δ

⋀
i=1
Ai. (4.1)

Ôîðìóëû èç òåñòîâîãî ìíîæåñòâà áûëè ïîëó÷åíû ïóò¼ì ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ðàñïîçíàâà-

íèè êëèê â íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ ê ïðîáëåìå âûâîäèìîñòè ôîðìóë âèäà 4.1.

4.2.1. Çàäà÷à î ðàñïîçíàâàíèè êëèêè â ãðàôå

Çàäà÷à î êëèêå [9] îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷ â îáëàñòè òåîðèè ãðàôîâ. Âïåð-

âûå îíà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â 1972 ã. Ð. Êàðïîì.

Êëèêîé â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåðøèí

V ′ ⊆ V , â êîòîðîì âñå âåðøèíû ïîïàðíî ñîåäèíåíû ð¼áðàìè. Ðàçìåðîì êëèêè íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â íåé âåðøèí.

Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæ¼í ãðàô, ñîäåðæàùèé:

1) 23 êëèêè, ñîäåðæàùèå 1 âåðøèíó (âåðøèíû ãðàôà);

2) 42 êëèêè, ñîñòîÿùèå èç 2 âåðøèí (ð¼áðà ãðàôà);

3) 19 êëèê, ñîñòîÿùèõ èç 3 âåðøèí (çàêðàøåííûå òðåóãîëüíèêè);

4) 2 êëèêè, ñîñòîÿùèå èç 4 âåðøèí (ò¼ìíî-ñèíèå îáëàñòè).

Çàäà÷à î êëèêå ñóùåñòâóåò â äâóõ âàðèàíòàõ: 1) (çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ) äàíû ãðàô

G è ÷èñëî k, íóæíî îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå G êëèêà ðàçìåðà k? 2) (âû-

÷èñëèòåëüíûé âàðèàíò çàäà÷è î êëèêå) äàí ãðàô G, òðåáóåòñÿ íàéòè â ãðàôå G êëèêó

ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà.
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Ðèñ. 4.1: Êëèêè â ãðàôå.

4.2.2. Ñâåäåíèå çàäà÷è î êëèêå ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ âû-

âîäèìîñòè

Â çàìå÷àíèè 6.2. ðàáîòû [19] çàäà÷à î ðàñïîçíàâàíèè êëèêè â ãðàôå áûëà ïðåäñòàâëåíà

êàê ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé âèäà:

E1,E2, . . . ,Ek → ∃x1, . . . , xm
n

⋀
i=1
Bi, (4.2)

ãäå ôîðìóëû Ei � çàìêíóòûå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû âèäà R(an, am), îïèñûâàþùèå
ñóùåñòâóþùèå ð¼áðà â ãðàôå, ôîðìóëû Bj � íåçàìêíóòûå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû âèäà

R(xs, xt).
Ïðèìåð. Ïóñòü äàí ãðàô G:

Ðèñ. 4.2: Ãðàô G.

Âûðàçèì â ëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ çàäà÷ó î ðàñïîçíàâàíèè 3-êëèêè â ãðàôå G.

Ìíîæåñòâî ð¼áåð E îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

R(a1, a2),R(a2, a3),R(a2, a4),R(a3, a4). (4.3)
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Ñóùåñòâîâàíèå 3-êëèêè âûðàæàåòñÿ:

∃x1, x2, x3

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

R(x1, x1) ∧ R(x2, x1) ∧ R(x3, x1)
R(x1, x2) ∧ R(x2, x2) ∧ R(x3, x2)
R(x1, x3) ∧ R(x2, x3) ∧ R(x3, x3)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
. (4.4)

Åñëè ñ÷èòàòü îòíîøåíèå R ðåôëåêñèâíûì, òî ìû ìîæåì óñòðàíèòü èçëèøíèå îò-

íîøåíèÿ âèäà R(xi, xi), åñëè ñ÷èòàòü åãî òàêæå ñèììåòðè÷íûì, òî èç ïàðû îòíîøåíèé

R(xi, xj) è R(xj, xi) ìû ìîæåì îñòàâèòü òîëüêî îòíîøåíèÿ R(xi, xj), ãäå i < j. Òîãäà
âûðàæåíèå 4.4 óïðîñòèòñÿ:

∃x1, x2, x3 (R(x1, x2) ∧R(x1, x3) ∧R(x2, x3)) . (4.5)

Ïîëíîé ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè 3-êëèêè â ãðàôå G áóäåò:

R(a1, a2),R(a2, a3),R(a2, a4),R(a3, a4)→ ∃x1, x2, x3 (R(x1, x2) ∧R(x1, x3) ∧R(x2, x3)) .
(4.6)

Ïåðåáðîñèâ âñå ôîðìóëû èç àíòåöåäåíòà ñåêâåíöèè â ñóêöåäåíò, âíåñÿ èõ ïîä êâàí-

òîðû ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðèìåíèâ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè, ïîëó÷èì èòîãîâóþ ñåêâåí-

öèþ:

→ ∃x1, x2, x3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⌝R(a1, a2) ∨ ⌝R(a2, a3) ∨ ⌝R(a2, a4) ∨ ⌝R(a3, a4) ∨R(x1, x2)
∧

⌝R(a1, a2) ∨ ⌝R(a2, a3) ∨ ⌝R(a2, a4) ∨ ⌝R(a3, a4) ∨R(x1, x3)
∧

⌝R(a1, a2) ∨ ⌝R(a2, a3) ∨ ⌝R(a2, a4) ∨ ⌝R(a3, a4) ∨R(x2, x3)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (4.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñåêâåíöèÿ 4.7 èìååò âèä:

→ ∃x1, . . . , xn
δ

⋀
i=1
Ai,

è, òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà â ñóêöåäåíòå ñåêâåíöèè 4.7 èìååò òðåáóåìûé âèä 4.1.

4.3. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ìíîæåñòâà áûëè âçÿòû ôîðìóëû âèäà

4.1, îïèñûâàþùèå çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè êëèê â ãðàôàõ, ïîäîáíûõ ðèñ. 4.2. Òåñòîâîå

ìíîæåñòâî ôîðìóë ñîäåðæèò òðè ïîäêëàññà ôîðìóë, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ

ïî 20 ôîðìóë ðàçíîé ñëîæíîñòè. Ñëîæíîñòü ôîðìóë îöåíèâàåòñÿ ïî êîëè÷åñòâó âõî-

äÿùèõ â íå¼ àòîìàðíûõ ïîäôîðìóë. Òàê, ñëîæíîñòü ôîðìóëû â ñóêöåäåíòå ñåêâåíöèè

4.7 ðàâíà 15. Áûëè âçÿòû êëàññû ôîðìóë ñî ñëîæíîñòÿìè 7, 15 è 30 ñîîòâåòñòâåííî:
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Òàáëèöà 4.1: Òåñòîâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.

Ñëîæíîñòü ôîðìóë
Òèï ãðàôà

Ðàçìåð êëèêè
Êîëè÷åñòâî óçëîâ Êîëè÷åñòâî äóã

7 ≥ 6 4 3

15 ≥ 7 9 3

30 ≥ 7 9 4

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî çàìåðó âðåìåíè ðà-

áîòû àëãîðèòìîâ íà òð¼õ ãðóïïàõ ôîðìóë ñî ñëîæíîñòÿìè 7, 15 è 30 ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäûé ýñïåðèìåíò ïîâòîðÿëñÿ 50 ðàç. Ðåçóëüòàòû ïðîâåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî çà-

ìåðó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà îáðàòíîì ìåòîäå, îáîáùåíû â òàáë. 4.2.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî çàìåðó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, îñíîâàí-

íîãî íà ìåòîäå ðåçîëþöèé, � â òàáë. 4.3.

Òàáëèöà 4.2: Ðåçóëüòàòû çàìåðà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà îáðàòíîãî ìåòîäà

Ñëîæíîñòü ôîðìóë Ñðåäíåå âðåìÿ 95%-äîâåðèòåëüíûé

(êîëè÷åñòâî ÝÔ) âûâîäà (ñåê.) èíòåðâàë

7 1.3 1.3 ± 0.1

15 28.3 28.3 ± 2.2

30 808.1 808.1 ± 32.4

Òàáëèöà 4.3: Ðåçóëüòàòû çàìåðà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ìåòîäà ðåçîëþöèè

Ñëîæíîñòü ôîðìóë Ñðåäíåå âðåìÿ 95%-äîâåðèòåëüíûé

(êîëè÷åñòâî ÝÔ) âûâîäà (ñåê.) èíòåðâàë

7 6.2 6.2 ± 0.3

15 31.8 31.8 ± 3.8

30 963.7 963.7 ± 27.2

Äàííûå äâóõ òàáëèö ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôèêîâ íà ðèñ. 4.3. Èç ãðàôèêîâ âèä-

íî, ÷òî èìååòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî îáðàòíîãî ìåòîäà â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì
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Ðèñ. 4.3: Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ íà îñíîâå îáðàòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ðåçîëþöèé.

ðåçîëþöèè. Íî ñóùåñòâåííîãî âûèãðûøà íå îáíàðóæåíî, îáà ìåòîäà îáëàäàþò ïðèáëè-

çèòåëüíî ðàâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòüþ.

43



Çàêëþ÷åíèå

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî îáðàòíîìó ìåòîäó ïîèñêà âûâîäîâ â ëîãè÷åñêèõ

èñ÷èñëåíèÿõ, àâòîðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåòåðáóðãñêèé ìàòåìàòèê Ñ.Þ. Ìàñëîâ. Ýòîò

ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí â Ëåíèíãðàäñêîì îòäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà (ËÎÌÈ). Áóäó÷è èçîáðåò¼ííûì îäíî-

âðåìåííî è íåçàâèñèìî îò ìåòîäà ðåçîëþöèé, îáðàòíûé ìåòîä, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî,

íå íàø¼ë øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ è ïîýòîìó òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Öå-

ëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëîñü âîñïîëíåíèå ýòèõ ïðîáåëîâ â ÷àñòè ïîñòðîåíèÿ

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îäíîãî èç âàðèàíòîâ îáðàòíîãî ìåòîäà, à òàêæå ñðàâíåíèÿ åãî

ïî ýôôåêòèâíîñòè ñ ìåòîäîì ðåçîëþöèé.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëåé íàñòîÿùåãî èñëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìî áûëî ðåøåíèå ñëåäóþ-

ùèõ çàäà÷:

1) àíàëèç è ðåêîíñòðóêöèÿ îáùåé ñõåìû îáðàòíîãî ìåòîäà;

2) ñðàâíåíèå ðàçíûõ êîíêðåòèçàöèé îáðàòíîãî ìåòîäà;

3) âûáîð îäíîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè;

4) âûáîð êëàññà äîêàçóåìûõ ôîðìóë;

5) ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ âûáðàííîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà;

6) ñðàâíåíèå ïî ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå îáðàò-

íîãî ìåòîäà, ñ ðàáîòîé àëãîðèòìà íà áàçå ìåòîäà ðåçîëþöèé äëÿ âûáðàííîãî êëàññà

ôîðìóë.

Âûïîëíåíèå ïåðâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿëîñü â ïåðâîé ãëàâå ¾Îáùàÿ ñõåìà îáðàòíîãî

ìåòîäà¿. Â íåé áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà îáùàÿ ñõåìà îáðàòíîãî ìåòîäà, áûëè ââåäåíû

îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: ¾íàáîð¿, ¾ñèñòåìà çàâèñèìîñòåé¿, ¾ðàçáèâêà¿ è äð.

Âòîðàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ëèøü ÷àñòè÷íî è íå âîøëà â îáùóþ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ.

Ïðè ïðèñòàëüíîì âíèìàíèè îêàçàëîñü, ÷òî èìååòñÿ áîëüøîå ðàíîîáðàçèå êîíêðåòèçà-

öèé îáðàòíîãî ìåòîäà, ñîïîñòàâëåíèå êîòîðûõ òðåáóåò áîëüøîé àíàëèòè÷åñêîé ðàáîòû,

âðåìÿ íà êîòîðóþ â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè íå õâàòèëî. Ïîýòîìó âìåñòî àíàëèçà è
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ñðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ êîíêðåòèçàöèé îáðàòíîãî ìåòîäà, â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè

áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå î ïîäáîðå òàêîãî âàðèàíòà, êîòîðûé áû óäîâëåòâîðÿë ñëåäó-

þùèì òðåáîâàíèÿì: 1) êîíêðåòèçàöèÿ äîëæíà áûòü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ êëàññè÷åñêîé

ëîãèêè ïðåäèêàòîâ; 2) êîíêðåòèçàöèÿ äîëæíà áûòü äëÿ ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, êî-

òîðûé íå âêëþ÷àåò ôóíêöèîàíëüíûõ çíàêîâ è ðàâåíñòâà; 3) êîíêðåòèçàöèÿ äîëæíà

áûòü ïðîñòîé, áåç ðåàëèçàöèé òàêòèê ïîèñêà âûâîäà; 4) ôîðìóëèðîâêà êîíêðåòèçàöèè

äîëæíà áûòü óäîáíîé äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Âñåì óêçàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿë ñïåöèàëüíûé âàðèàíò îáðàòíîãî

ìåòîäà, ïðåäëîæåííûé Â.Ï. Îðåâêîâûì, íà êîòîðîì áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îñòàíî-

âèòüñÿ. Îñîáûì ïðåèìóùåñòâîì âûáðàííîãî âàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ôîðìóëèðîâêè

ïðàâèë âûâîäà îáðàòíîãî ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå âòîðîé è ïîëíîå

ðåøåíèå òðåòüåé çàäà÷è áûëî äàíî âî âòîðîé ãëàâå ¾Êîíêðåòèçàöèè îáùåé ñõåìû îáðàò-

íîãî ìåòîäà¿, ãäå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå êîíêðåòíûå âàðèàíòû îáðàòíîãî

ìåòîäà è ïîäðîáíî ðàññìîòðåí âûáðàííûé äëÿ ðåàëèçàöèè ñïåöèàëüíûé âàðèàíò îá-

ðàòíîãî ìåòîäà. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ

íîòàöèÿ è ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âûâîäîâ, ïîñòðîåííûõ îáðàòíûì ìåòîäîì.

Ïÿòàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â òðåòüåé ãëàâå ¾Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

ïîèñêà âûâîäà íà îñíîâå îáðàòíîãî ìåòîäà¿, â êîòîðîé áûëà ðàññìîòðåíà ñõåìà àëãî-

ðèòìà ÀÓÂ, ðàçðàáîòàííîãî ãðóïïîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ËÎÌÈ â 60-õ ãã. 20 â. è

ïðåäëîæåíà áëîê-ñõåìà ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, ïðèíÿòàÿ â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè è

ðåàëèçîâàííàÿ íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ Java.

Íàêîíåö, ÷åòâ¼ðòàÿ è ñåäüìàÿ çàäà÷è áûëè ðåøåíû â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ¾Ñðàâíåíèå

îáðàòíîãî ìåòîäà ñ ìåòîäîì ðåçîëþöèè¿, â êîòîðîé áûëè çàôèêñèðîâàíû óñëîâèÿ ïðî-

âåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ýôôåêòèâíîñòè îáðàòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ðåçî-

ëþöèè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ñôîðìèðîâàíî òåñòîâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, êîòîðûå áûëè

ïîëó÷åíû ïóò¼ì ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè êëèê â íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ ê

ïðîáëåìå âûâîäèìîñòè ôîðìóë íåîáõîäèìîãî âèäà. Áûë ïðîâåä¼í ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ ïî

çàìåðó âðåìåíè ðàáîòû äâóõ àëãîðèòìîâ. Áûëî óñòàíîâëåíî íåáîëüøîå ïðåèìóùåñòâî

îáðàòíîãî ìåòîäà ïåðåä ìåòîäîì ðåçîëþöèè äëÿ âûáðàííîãî êëàññà ôîðìóë.

Ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

1) íàïèñàíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà îáðàòíîãî ìåòîäà;

2) ïðåäëîæåíà íîâàÿ íîòàöèÿ äëÿ îáðàòíîãî ìåòîäà;

3) ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ îáðàòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ðåçîëþöèé ïî âðå-

ìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ.
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