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1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ ôèãóð øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëî ïîíÿòèå ñðåäèííîé îñè [1]. Ñðåäèí-
íàÿ îñü, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþùèõ áîëåå îäíîé áëèæàéøåé òî÷êè íà ãðàíèöå
ìíîãîóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì äåñêðèïòîðîì ìíîãîóãîëüíèêà, íî íå î÷åíü óäîáíà ñ òî÷êè
çðåíèÿ ðåàëèçàöèè â ïðîãðàììå, ïîòîìó ÷òî ñîñòîèò èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ ëèíèé è ïàðàáîëè÷åñêèõ
äóã. Ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå ðàáîòàòü ñ îòðåçêàìè ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ñ äóãàìè ïàðàáîëû, ñðåäèííóþ
îñü óäîáíî ïðèáëèæàòü ñ ïîìîùüþ ñêåëåòà, ñîäåðæàùåãî òîëüêî ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè, íàïðèìåð,
ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îñè.

Ëèíåéíàÿ îñü, ïðåäëîæåííàÿ Ì. Òàíàñå è Ð. Âåëòêàìïîì â 2004 ãîäó [2], áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèè
ïðÿìîëèíåéíîãî ñêåëåòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêðûòûõ ðåáåð ïðè íåâûïóêëûõ âåðøèíàõ. Êîëè÷åñòâî
ñêðûòûõ ðåáåð ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ, ïðèâîäÿ ê áîëüøåìó èëè ìåíüøåìó ñõîäñòâó ñî ñðåäèííîé
îñüþ. Ôîðìàëüíî, äëÿ äàííîãî ε > 0 ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ε-ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ñðåäèííîé
îñüþ è ëèíåéíîé îñüþ.

Ïðèáëèæåíèå ñðåäèííîé îñè ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Âàæíóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò ïàðàìåòð ε, êîòîðûé îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü
àïïðîêñèìàöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, âëèÿåò íà êà÷åñòâî êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà. Â ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ
êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà ñèëüíî îòëè÷àþùèõñÿ ε, êàê ñëåäñòâèå çàäàòü â
ïðîãðàììå åäèíîå çíà÷åíèå ε äëÿ âñåõ âõîäíûõ äàííûõ íåâîçìîæíî. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé
� ýòî ïîñòðîåíèå íåñêîëüêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ε, è âûáîð ïîäõîäÿùåãî, âîçìîæíî, ñ
ïîäñêàçêàìè ñî ñòîðîíû ÷åëîâåêà. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ðåçóëüòàò ñ òî÷êè çðåíèÿ âèçóàëüíîãî âîñïðèÿ-
òèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûé, ïðîãðàììà ïîëó÷àåò èíñòðóêöèþ óìåíüøèòü ε è ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå
çàíîâî, ÷òî òðåáóåò ïåðåñòðàèâàíèÿ âñåõ îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå ëèíåéíûõ îñåé. Îäíàêî ðåàëüíî
áîëüøóþ ÷àñòü ëèíåéíûõ îñåé ïåðåñòðàèâàòü íå íóæíî, ïîòîìó ÷òî îñè, ïîñòðîåííûå äëÿ ñòàðîãî
çíà÷åíèÿ ε, ÷àñòî îñòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû ñðåäèííîé îñè è äëÿ íîâîãî ε. Äî ñèõ ïîð îïòèìèçèðîâàòü
ïåðåõîä ïðè èçìåíåíèè ε áûëî íåâîçìîæíî, òàê êàê íå áûëî ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ïðîâåðêè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïî
íàáîðó ñðåçîâ. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíî ìíîæåñòâî ñðåçîâ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè
â R3 ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òðèàíãóëèðîâàííóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ
ïîâåðõíîñòü, áëèçêóþ ê èñõîäíîé.

Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ îñåé êàê ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ
ïðè òðèàíãóëÿöèè, ïðè÷åì ÷èñëî ëèíåéíûõ îñåé ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìîæåò áûòü êóáè÷åñêèì
îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ñðåçîâ. Íî íàëè÷èå â ìíîãîóãîëüíèêàõ-êîíòóðàõ âåðøèí ñ âíóòðåííèì óãëîì,
áëèçêèì ê 2π, ìîæåò ñòàòü ïðè÷èíîé óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà ïîâåðõíîñòè. Â ýòîé çàäà÷å ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àëãîðèòìà ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî áûëî áû ñóùåñòâåííî îïòèìèçèðîâàòü ïåðåõîä
ê äðóãîìó ε, åñëè ïåðåñòðàèâàòü òîëüêî òå ëèíåéíûå îñè, êîòîðûå îêàæóòñÿ íåýêâèâàëåíòíûìè ñ
íîâûì ε.

Ïîíÿòèå ε-ýêâèâàëåíòíîñòè � íå åäèíñòâåííûé ïîäõîä äëÿ îöåíêè ñõîäñòâà ñðåäèííîé è ëèíåéíîé
îñåé. Öåëè äàííîé ðàáîòû � ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé îñåé è
ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äàííîãî ε, äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, äàííûõ
ëèíåéíîé è ñðåäèííîé îñåé.

Ìû ââåäåì îïðåäåëåíèå ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå ðàíåå
äëÿ îáû÷íîé ε-ýêâèâàëåíòíîñòè, ñïðàâåäëèâû è äëÿ íîâîãî îïðåäåëåíèÿ, è ïðåäëîæèì ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêæå ìû ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè, êëàññèôèöèðóåì äàííûé òèï ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äðóãèõ òèïîâ, è îïèøåì
àëãîðèòì åãî ïðîâåðêè.
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2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ íà÷àëà, äàäèì îïðåäåëåíèÿ áàçîâûì ïîíÿòèÿì. Áîëüøàÿ ÷àñòü òåðìèíîëîãèè âçÿòà èç [3].

Îïðåäåëåíèå 2.0.1. Ïóñòü P - ïðîèçâîëüíûé ìíîãîóãîëüíèê. Ñðåäèííîé îñüþ M(P ) íàçîâåì
ìíîæåñòâî öåíòðîâ êðóãîâ, öåëèêîì ëåæàùèõ âíóòðè P è êàñàþùèõñÿ ãðàíèöû P ïî êðàéíåé ìåðå
â äâóõ òî÷êàõ.

Èíà÷å: ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå èìåþò áîëüøå îäíîé áëèæàéøåé òî÷êè íà ãðàíèöå P .
Ñîîòâåòñòâóþùèå áëèæàéøèå ñòîðîíû èëè âåðøèíû P íàçûâàþòñÿ ñàéòàìè, ïîðîæäàþùèìè äàí-
íóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 2.0.2. Îáëàñòè, íà êîòîðûå M(P ) ðàçáèâàåò ìíîãîóãîëüíèê, íàçûâàþòñÿ ÿ÷åéêàìè
ñðåäèííîé îñè.

Ñ ïðîöåññîì ïîñòðîåíèÿ ñðåäèííîé îñè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîãî ôðîíòà.

Îïðåäåëåíèå 2.0.3. Ðàâíîìåðíûì ôðîíòîì U(d) äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà P è ðàññòîÿíèÿ d ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî òî÷åê âíóòðè P , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè d îò ãðàíèöû P .

Ðèñ. 1. Ïðèìåð ñðåäèííîé îñè ìíîãîóãîëüíèêà.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñðåäèííàÿ îñü ñîñòîèò èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ ëèíèé è ïàðàáîëè÷åñêèõ äóã (ðèñ.
1). Ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ äóã ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê,
ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé òî÷êè è äàííîé ïðÿìîé - ïàðàáîëà. Â íàøåì ñëó÷àå òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ
íåâûïóêëàÿ âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà, à îòðåçîê ïðÿìîé - ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà. Ëèíåéíàÿ îñü,
â îòëè÷èå îò ñðåäèííîé îñè, ñîñòîèò òîëüêî èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.0.4. Ïóñòü {v1, ..., vm} - íåâûïóêëûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà P , ïóñòü k =
(k1, ..., km) - íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Çàìåíèì êàæäóþ âåðøèíó vi ki +1 ñîâïàäàþùåé
âåðøèíîé, ñîåäèíåííûìè ki ðåáðàìè íóëåâîé äëèíû. Âûáåðåì íàïðàâëåíèÿ ðåáåð òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âíóòðåííèå óãëû ïðè êàæäîé èç ki + 1 âåðøèí áûëè îäèíàêîâûìè. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé
ìíîãîóãîëüíèê P k. Ëèíåéíîé îñüþ Lk(P ), ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó k, íàçîâåì ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî
âû÷åð÷èâàþòñÿ âûïóêëûìè âåðøèíàìè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëèíåéíîãî ôðîíòà1 P k.

Äîïîëíèòåëüíûå ðåáðà, äîáàâëåííûå â íåâûïóêëûå âåðøèíû, íàçûâàþòñÿ ñêðûòûìè.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà ëèíåéíàÿ îñü äëÿ íàáîðà k = (1, 1). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñëåä âûïóêëûõ
âåðøèí ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëèíåéíîãî ôðîíòà âõîäèò â ëèíåéíóþ îñü, à ñëåä ñêðûòûõ âåðøèí
(èçîáðàæåí ïóíêòèðîì) - íåò. Òàêæå â ëèíåéíóþ îñü íå âõîäèò ñëåä íåâûïóêëûõ âåðøèí ìíîãîóãîëü-
íèêà è ëèíåéíîãî ôðîíòà.

1Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëèíåéíîãî ôðîíòà - ýòî ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì âñå ðåáðà ìíîãîóãîëüíèêà äâèæóòñÿ
âíóòðü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì ïàðàëëåëüíûìè ñåáå.
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð ëèíåéíîé îñè ìíîãîóãîëüíèêà.

Äîáàâèì, ÷òî ëèíåéíàÿ îñü íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíà, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç âíóòðåííèõ
óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà áîëüøå 3π

2 , è â íèõ äîáàâëåíî 0 ñêðûòûõ ðåáåð. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå äîïóñêàòü
òàêîé ñèòóàöèè, ìû âñåãäà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè íåâûïóêëûõ âåðøèíàõ ñ óãëîì áîëüøå 3π

2 åñòü
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñêðûòîå ðåáðî. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ëèíåéíàÿ îñü âñåãäà ñâÿçíà [2].

Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñêðûòûõ ðåáåð ëèíåéíàÿ îñü âñå ëó÷øå ïðèáëèæàåò ñðåäèííóþ îñü. Ââåäåì
ñòðîãîå ïîíÿòèå ε-ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ëèíåéíîé è ñðåäèííîé îñÿìè, äëÿ ÷åãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.0.5. Ãåîìåòðè÷åñêèì ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ (V,E), ãäå V - êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê â R2, E - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïðîñòûõ
êðèâûõ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, ýëåìåíòû E - ðåáðàìè ãðàôà. Êàæäîå
ðåáðî äîëæíî ñîåäèíÿòü äâå âåðøèíû.

Ëþáîé ñðåäèííîé îñè, êàê è ëèíåéíîé, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô ýòîé îñè:
ìíîæåñòâî âåðøèí V - ýòî âåðøèíû îñè ëèáî ñòåïåíè 1 (îíè ñîîòâåòñòâóþò âûïóêëûì âåðøèíàì
ìíîãîóãîëüíèêà), ëèáî ñòåïåíè ≥ 3, ìíîæåñòâî ðåáåð E - íåïðåðûâíûå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå, èõ
ñîåäèíÿþùèå. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âûïóêëûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíè-
êà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðøèíû ãðàôà, õîòÿ ôîðìàëüíî ýòî ðàçíûå îáúåêòû.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà P îáîçíà÷èì ÷åðåç GM = (VM , EM ) ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô
ñðåäèííîé îñè, GLk = (VLk , ELk) - ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô ëèíåéíîé îñè. Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ãðàôû, âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü 1 èëè 3. Â ñëó÷àå êîãäà
âåðøèíà áóäåò èìåòü ñòåïåíü d > 3, áóäåì åå ðàññìàòðèâàòü êàê d − 2 ñîâïàäàþùèå âåðøèíû
ñòåïåíè 3, ñîåäèíåííûå ðåáðàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãðàô, èíäóöèðîâàííûé ýòèìè âåðøèíàìè,
áûë äåðåâîì. Òàêàÿ òðàêòîâêà î÷åíü óäîáíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå |VM | = |VLk | [5].

Â ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ ε � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî áîëüøå 0.

Îïðåäåëåíèå 2.0.6. Ïóñòü u è v - âåðøèíû ñðåäèííîé îñè, ñîåäèíåííûå ðåáðîì e, ïóñòü S1, S2,
S3 è S1, S2 è S′3 - ïîðîæäàþùèå èõ ñàéòû. Ðåáðî e íàçûâàåòñÿ ε-êîðîòêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà d(u, S′3) < (1 + ε)d(u, S3) èëè d(v, S3) < (1 + ε)d(u, S′3).

Îïðåäåëåíèå 2.0.7. Ðåáðî, íå ÿâëÿþùååñÿ ε-êîðîòêèì, íàçûâàåòñÿ ε-äëèííûì.

Îïðåäåëåíèå 2.0.8. ε-êëàñòåðîì C(v) íàçîâåì ìíîæåñòâî âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç v ïî ε-êîðîòêèì
ðåáðàì.

Ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ðàñøèðÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô ñðåäèííîé
îñè. Èìåííî, íàçîâåì ðåáðî e ∈ EM ε-êîðîòêèì, åñëè ñîñòàâëÿþùèå e ðåáðà ñðåäèííîé îñè ÿâëÿþòñÿ
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ε-êîðîòêèìè. Îïðåäåëåíèÿ ε-äëèííîãî ðåáðà è ε-êëàñòåðà GM àíàëîãè÷íû 2.0.7 è 2.0.8. Â äàëü-
íåéøåì, ìû áóäåì íå îãîâàðèâàÿñü èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ C(v) äëÿ v ∈ VM è ε-äëèííîãî èëè ε-
êîðîòêîãî ðåáðà e äëÿ e ∈ EM .

Òàêèì îáðàçîì, âñå âåðøèíû VM ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå ìû íàçûâàåì
ε-êëàñòåðàìè. Äëÿ äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà òàêèõ ðàçáèåíèé ìîæåò áûòü ìíîãî, â çàâèñèìîñòè îò
ε. Ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàôà ñðåäèííîé îñè ñ îäíèì èç âàðèàíòîâ ðàçáèåíèÿ íà ε-êëàñòåðû
èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàôà ñðåäèííîé îñè è ðàçáèåíèÿ íà ε-êëàñòåðû.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ âåðøèí p ñîîòâåòñòâóþùèé ε-êëàñòåð âñåãäà ñîñòîèò èç
îäíîé p.

Îïðåäåëåíèå 2.0.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñðåäèííàÿ îñü M(P ) ε-ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé îñè
Lk(P ), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : VM → VLk , òàêàÿ ÷òî

1. f(p) = p äëÿ âñåõ âûïóêëûõ âåðøèí p;

2. äëÿ ëþáûõ u, v ∈ VM , òàêèõ ÷òî C(u) 6= C(v), ñóùåñòâóåò ðåáðî â EM , ñîåäèíÿþùåå u è v,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåáðî â ELk , ñîåäèíÿþùåå f(u′) è f(v′), ãäå u′ ∈ C(u),
v′ ∈ C(v).

Ïî ñìûñëó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñêëåèâàíèè âåðøèí êàæäîãî ε-êëàñòåðà â îäíó, à òàêæå àíàëîãè-
÷íîì ñêëåèâàíèè âåðøèí VLk , ìû ïîëó÷àåì èçîìîðôíûå ãðàôû. Î÷åâèäíî, ÷òî èçîìîðôèçì èñõîäíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì, èç êîòîðîãî àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò ε-
ýêâèâàëåíòíîñòü, íî íà ïðàêòèêå ýòî ñâîéñòâî íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðêà
ε-ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ïîäõîäÿùåãî îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè ãðàôàìè,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé (îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ NP -òðóäíîé çàäà÷åé).

Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ïåðåáîðà âñåõ îòîáðàæåíèé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ýêïîíåíöèàëüíûì ïî
âðåìåíè, òàê êàê îáùåå ÷èñëî îòîáðàæåíèé ìåæäó ãðàôàìè ñ n âåðøèíàìè ðàâíî n!. Äàæå åñëè
ó÷åñòü, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ âåðøèí ïåðåáîð íå òðåáóåòñÿ, ÷èñëî îñòàâøèõñÿ âåðøèí k = O(n) (k =
n−2

2 , åñëè áûòü òî÷íûì), ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî îòîáðàæåíèé âñå ðàâíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.
Ïîñêîëüêó ε-ýêâèâàëåíòíîñòü � íå åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ñïîñîá îöåíêè ñòåïåíè ñõîäñòâà

îñåé, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå äðóãèõ ïîäõîäîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðîâåðêà ìîæåò áûòü
âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòàâèì çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, èõ êëàññèôèêàöèè, à òàêæå ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè
ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèìåíèìûõ ê øèðîêîìó êëàññó ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðîñòûå ìíîãîóãîëüíèêè. Ïîýòîìó çäåñü æå óïîìÿíåì åùå îäèí ïîëåçíûé
ôàêò, ñâÿçàííûé ñ íèìè.

Òåîðåìà 2.0.10. Åñëè P - ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê, òî GM è GLk - äåðåâüÿ.
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3 Ïðèìåð ìíîãîóãîëüíèêà è ëèíåéíîé îñè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ε-

ýêâèâàëåíòíîé ñðåäèííîé îñè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé ëèíåéíàÿ è ñðåäèííàÿ îñè íå ε-
ýêâèâàëåíòíû.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ε ∈ (0, 2√
3
− 1), â äàëüíåéøåì ïîêàæåì, ïî÷åìó âåðõíÿÿ ãðàíèöà íà ε

èìåííî òàêàÿ. Íàøà çàäà÷à � ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê è óêàçàòü ëèíåéíóþ îñü, êîòîðàÿ áûëà áû
íå ε-ýêâèâàëåíòíà ñðåäèííîé îñè.

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ñðåäè ïÿòèóãîëüíèêîâ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè,
îäèí èç âíóòðåííèõ óãëîâ êîòîðîãî íåâûïóêëûé, à îñòàëüíûå - ìåíüøå π

2 . Ïðèìåð òàêîãî ìíîãîóãî-
ëüíèêà èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4. Ñèììåòðè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê, óãîë ïðè âåðøèíå D íåâûïóêëûé.

Â êà÷åñòâå k âîçüìåì íàáîð (2), òî åñòü ïîìåñòèì â âåðøèíó D äâà ñêðûòûõ ðåáðà. Íà ðèñ. 5
ïîêàçàíû ñðåäèííàÿ îñü M (à) è ëèíåéíàÿ îñü Lk (á).

Ðèñ. 5. (à) Ñðåäèííàÿ îñü M è (á) ëèíåéíàÿ îñü Lk ïðè k = (2).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q âåðøèíû GM , íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà; ðàññòîÿíèå îò P äî AB îáîçíà÷èì ÷åðåç r1, î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèÿ îò P äî AE
è BC áóäóò òàêæå ðàâíû r1; |QD| îáîçíà÷èì ÷åðåç r2, î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèÿ îò Q äî AE è BC
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áóäóò òàêæå ðàâíû r2; ðàññòîÿíèå ìåæäó P è Q îáîçíà÷èì a; âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå D ÷åðåç
φ. Òàêæå îáîçíà÷èì âíóòðåííèé óãîë ïðè âåðøèíå A ÷åðåç α. Òàê êàê îí ìåíüøå π

2 , α = π
2 − δ, ãäå

δ = π
2 − α > 0.
Äëÿ íà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê ïîñòðîåí, è ïðîàíàëèçèðóåì ñðåäèííóþ îñü M.
Ïåðâîå çàìå÷àíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû âåðøèíû ñðåäèííîé îñè P è Q ïîïàëè â ðàçíûå ε-êëàñòåðû,

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû r2+a
r1
≥ 1+ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî âûïîëíå-

íèþ äâóõ íåðàâåíñòâ: r2+a
r1
≥ 1 + ε è r1+a

r2 ≥ 1 + ε, íî âòîðîå àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ïåðâîãî,
ïîòîìó ÷òî r1 > r2.

Ðèñ. 6. Ðàñïðîñòðàíåíèå ëèíåéíîãî è ðàâíîìåðíîãî ôðîíòîâ âáëèçè âåðøèíû D.

Äàëåå, ðàññìîòðèì íàñêîëüêî ìåäëåííåå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ðàâíîìåðíûé ôðîíò, ÷åì ñàìàÿ áûñò-
ðàÿ èç òî÷åê â ëèíåéíîì ôðîíòå. Ýòà òî÷êà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñêðûòûõ âåðøèí, îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç Z (ðèñ. 6). Â ìîìåíò âðåìåíè r r

|DZ| = cosψ, à ψ = π−φ
6 . Òàêèì îáðàçîì, |DZ| = r

cos( π−φ
6 )

.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ íàøåé öåëè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ÷òîáû òî÷êè P è Q
ïîïàëè â ðàçíûå êëàñòåðû, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî r2+a

r1
≥ 1 + ε, è ÷òîáû ëèíåéíûé ôðîíò, à èìåííî

òî÷êà Z, äîñòèãëà òî÷êè P äî òîãî, êàê åå äîñòèãíåò ðàâíîìåðíûé ôðîíò. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
r1

cos( π−φ
6 )

> a + r2. Â íàøåé âëàñòè ìåíÿòü φ ïðîèçâîëüíî îò 0 äî π, à íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ýòà

äðîáü äîñòèãàåò ïðè φ = 0, êîñèíóñ ïðè ýòîì ðàâåí
√

3
2 . Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì r1 = 1, è òîãäà

ýòî óñëîâèå áóäåò ãàðàíòèðîâàííî âûïîëíåíî, åñëè a < 1
cos( π−φ

6 )
− 1.

Ñîáñòâåííî, ïîñòðîåíèå: âûáåðåì a - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî îò ε äî 2√
3
−1. Äàëåå, ìîæíî óñòàíîâèòü

óãîë ïðè âåðøèíå A, è ñîîòâåòñòâåííî ïðè âåðøèíå B, íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû â òî÷êå Q
ðàññòîÿíèå äî ñòîðîí r2 áûëî áû áëèçêî ê r1. Ñòðîãî ãîâîðÿ, íàì íóæíî, ÷òîáû r2 ≥ 1 + ε − a.
Ýòî âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ìåíüøå 1.

Èòàê, ïîñòðîèì îòðåçîê AB è îòëîæèì îò âåðøèí A è B ëó÷è ïîä âûáðàííûìè óãëàìè. Ïóñòü
P - öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ëó÷åé è AB. Îòìåòèì âåðøèíó Q íà ðàññòîÿíèè a îò P è
âåðøèíó D íà ðàññòîÿíèè r2 îò Q. Çàìåòèì, ÷òî ó íàñ åùå ñâîáîäà â ðàññòàíîâêå âåðøèí C è E,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëûé óãîë φ. Âûáåðåì åãî òàê, ÷òîáû
a < 1

cos( π−φ
6 )
− 1, òî åñòü âûáåðåì φ < π − 6 · arccos 1

1+a . Ïÿòèóãîëüíèê ABCDE ïîñòðîåí, âåðøèíû

P è Q ïîïàäàþò â ðàçíûå ε-êëàñòåðû.
Ìû èìååì äâà âîçìîæíûõ îòîáðàæåíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôîâ M è Lk, è,

î÷åâèäíî, íè îäíî èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ε-ýêâèâàëåíòíîñòè.
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4 Ïîíÿòèå ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óñèëèì ε-ýêâèâàëåíòíîñòü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íà áèåêöèþ f è âûäåëèì
îñíîâíûå ñâîéñòâà íîâîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.0.11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ñðåäèííîé îñüþ M(P ) è ëèíåéíîé îñüþ Lk(P )
åñòü ñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : VM → VLk , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
1 - 2 îïðåäåëåíèÿ 2.0.9 è

3. Äëÿ ëþáîãî ε-êëàñòåðà C ïîäãðàô GLk , ñîñòîÿùèé èç âåðøèí f(C) è ðåáåð ìåæäó íèìè,
ñâÿçåí.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî ìíîãîóãîëüíèêà P , äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü èíà÷å:

Óòâåðæäåíèå 4.0.12. Ïóñòü P - ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê, è äëÿ f : VM → VLk âåðíû óñëîâèÿ 1 -

2 îïðåäåëåíèÿ 2.0.9. Òîãäà 3⇔ 3′:

3′. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ε-êëàñòåðîâ C1 è C2 ìåæäó f(C1) è f(C2) ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì êàæäîå èç ñëåäñòâèé.

• 3⇒ 3′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ìåæäó f(C1) è f(C2) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåáðà:
ui ∈ f(C1), u′i ∈ f(C2), (ui, u

′
i) ∈ ELk äëÿ i = 1, 2. Íî â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôîâ, èíäóöèðîâàííûõ

f(C1) è f(C2), ìåæäó u1 è u2 åñòü ïóòü â f(C1), à ìåæäó u′1 è u
′
2 - â f(C2). Ïîëó÷åííûé öèêë

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî GLk - äåðåâî (ñì. òåîðåìó 2.0.10).

• 3′ ⇒ 3. Èç ëþáîãî ε-êëàñòåðà C, òàêîãî ÷òî |C| = l, íå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûïóêëîé âåðøèíå,
âûõîäèò ðîâíî l+2 ε-äëèííûõ ðåáðà, ïðè÷åì ε-êëàñòåðû, â êîòîðûå îíè âåäóò, âñå ðàçëè÷íû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô, èíäóöèðîâàííûé f(C), ñîñòîèò ïî êðàéíåé ìåðå èç äâóõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Òîãäà â ãðàôå GLk îò âåðøèí f(C) èñõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå l + 4 ðåáðà, âåäóùèõ
â âåðøèíû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû GM , âõîäÿùèå â ε-êëàñòåðû, îòëè÷íûå îò C.
Òàê êàê ýòè ε-êëàñòåðû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî îñè ε-
ýêâèâàëåíòíû.

Â ðàáîòàõ [3], [5] áûëè äîêàçàíû òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ε-ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé f , êîòîðûå ïðåäëàãàëèñü â äîêàçàòåëüñòâàõ, óñëîâèå 3 èìååò ìåñòî2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ïðèìåíèòåëüíî ê ñèëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè, à òàêæå ñîõðàíÿò ñèëó è àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ íàáîðà k, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îäíàêî âîïðîñ, ðàâíîñèëüíû ëè ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

2[3], ñòð. 84. Ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ε-êëàñòåðó, îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ bi ' bj ⇔ ëþáîå ðåáðî íà ïóòè èç bi â bj óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåííîìó óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçåí â Lk.
[5], ñòð. 129. Ñâÿçíîñòü äâîéñòâåííîãî êëàñòåðà íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç Ëåììû 14.
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5 Ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Íèæå ìû ïðåäëîæèì åùå îäèí òèï ýêâèâàëåíòíîñòè îñåé, îñíîâàííûé íà ãåîìåòðè÷åñêîì ðàñïîëî-
æåíèè âåðøèí GM è GLk . Ìû äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à
òàêæå êëàññèôèöèðóåì ýòîò òèï ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñèëüíîé è ε-ýêâèâàëåíòíîñòè. Òåì
ñàìûì ìû îáîñíóåì èåðàðõèþ ðàññìîòðåííûõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðåæäå âñåãî, ìû ââåäåì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, çàèìñòâîâàííûõ èç [4].

Îïðåäåëåíèå 5.0.13. Ïóñòü V C(S1) è V C(S2) - ÿ÷åéêè ñðåäèííîé îñè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñàéòàì
S1 è S2, (u, v) - ðåáðî, îáðàçîâàííîå ïåðåñå÷åíèåì ãðàíèö V C(S1) è V C(S2). Áàðüåðîì äëÿ ðåáðà
(u, v) áóäåì íàçûâàòü ïàðó îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ íåêîòîðóþ òî÷êó b íà ýòîì ðåáðå ñ áëèæàéøèìè
òî÷êàìè íà S1 è S2. Òî÷êó b áóäåì íàçûâàòü öåíòðîì áàðüåðà (ðèñ. 7à)3.

Ðèñ. 7. (à) Áàðüåð äëÿ ðåáðà (u, v), (á) Ïðåãðàäà äëÿ ε-êëàñòåðà èç äâóõ âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 5.0.14. Ïðåãðàäîé äëÿ ε-êëàñòåðà C íàçîâåì ìíîæåñòâî áàðüåðîâ äëÿ âñåõ äëèííûõ
ðåáåð, èìåþùèõ îäèí èç ñâîèõ êîíöîâ âíóòðè C, à äðóãîé âíå C (ðèñ. 7á).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (C) îáëàñòü ìíîãîóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííóþ ïðåãðàäîé è ñîäåðæàùóþ êëàñòåð
C.

Óòâåðæäåíèå 5.0.15. P (C) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 5.0.16. Íàçîâåì ñðåäèííóþ è ëèíåéíóþ îñè ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
íàéäåòñÿ íàáîð áàðüåðîâ äëÿ ε-äëèííûõ ðåáåðM(P ) òàêîé, ÷òî êàæäîìó ε-êëàñòåðó C = {v1, ..., vl} ⊂
VM ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîæåñòâî âåðøèí {v′1, ..., v′l} ⊂ VLk , òàê ÷òî âñå âåðøèíû {v′1, ..., v′l} è
ñîåäèíÿþùèå èõ ðåáðà áóäóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè ïðåãðàäû äëÿ êëàñòåðà C.

Àíàëîãè÷íûé îáúåêò óæå ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ε-ýêâèâàëåíòíîñòè [5],
îäíàêî íå âûäåëÿëñÿ â ñàìîñòîÿòåëüíîå îïðåäåëåíèå. Íàì æå â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäîâ ê îöåíêå ñõîäñòâà îñåé óäîáíî ðàññìàòðèâàòü è åãî êàê îäèí èç âîçìîæíûõ òèïîâ ýêâèâàëå-
íòíîñòè.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, èç ñóùåñòâîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóåò ε-ýêâèâàëå-
íòíîñòü, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóåò òàêæå ñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü [5]. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè
âñåõ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ïîäõîäîâ ñàìîé ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ,
äàëåå ñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è ε-ýêâèâàëåíòíîñòü. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ íèæå ïðåäñòàâëåíû
àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïî âõîäíûì ãðàôàì ñðåäèííîé è ëèíåéíîé îñåé îòâåòèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè
îíè ýêâèâàëåíòíû.

3Ðèñóíêè áàðüåðà è ïðåãðàäû òàêæå âçÿòû èç [4].
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6 Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñðåäèííîé è

ëèíåéíîé îñåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäñòàâèì àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñðåäèííîé îñèM(P )
è ëèíåéíîé îñè Lk(P ) äëÿ äàííîãî k, ε > 0 è ïðîñòîãî ìíîãîóãîëüíèêà P .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèå ãðàôû GM è GLk , à íå ñîîòâåòñòâóþùèå îñè,
ïðè÷åì, êàê áûëî óïîìÿíóòî âûøå, íàì óäîáíåå òðàêòîâàòü êàæäóþ âåðøèíó ñòåïåíè d ≥ 4 êàê
(d− 2) ñîâïàäàþùèå âåðøèíû ñòåïåíè 3. Ò.å. áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà âõîä àëãîðèòìó âìåñòå ñ P è
ε äàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ãðàôû GM è GLk . Èíà÷å, åñëè äàíû ñðåäèííàÿ îñü è ëèíåéíàÿ îñü, ñðàçó
ïîñòðîèì GM è GLk çà ëèíåéíîå âðåìÿ è áóäåì ðàáîòàòü ñ íèìè.

Çàìå÷àíèå 6.0.17. Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ðàçäåëå, ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â äðóãèõ
òåðìèíàõ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è î ñîâìåñòèìîñòè ôèëîãåíè÷åñêèõ äåðåâüåâ [6]: äëÿ äàííûõ
m ôèëîãåíè÷åñêèõ äåðåâüåâ T1, ..., Tm òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå äåðåâî T , èç
êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü êàæäîå äåðåâî Ti çà ñ÷åò óäàëåíèÿ ðåáåð. Äîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çà âðåìÿ O(nm). Ïðåäëîæåííûé íàìè àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò
àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è, òàê êàê â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî
ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô ëèíåéíîé îñè � êóáè÷åñêîå äåðåâî, ïðè ýòîì íå óñòóïàåò â ýôôåêòèâíîñòè.

Òåîðåìà 6.0.18. Äëÿ ëþáîãî ε è ïðîñòîãî ìíîãîóãîëüíèêà P ìîæíî çà ëèíåéíîå âðåìÿ è ñ

èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé ïàìÿòè óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè M(P ) è Lk(P ) ñèëüíî ýêâèâàëåíò-
íûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îïèøåì àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äàííîãî ε è
äàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôîâ GM è GLk , çàòåì äîêàæåì åãî êîððåêòíîñòü è ïðîàíàëèçèðóåì
âðåìÿ ðàáîòû è çàòðà÷èâàåìóþ ïàìÿòü.

Â ðåàëèçàöèè âîñïîëüçóåìñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûì ïîäõîäîì. Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
åñòü òèï Vertex, êîòîðûé èìååò ïîëå visited (õðàíèò, áûëà ëè âåðøèíà ïîñåùåíà), ïîëå cluster
(ññûëêà íà êëàñòåð, ñîäåðæàùèé ýòó âåðøèíó), íåîáõîäèìûå ïîëÿ äëÿ õðàíåíèÿ èíöèäåíòíûõ ðåáåð.
Çàâåäåì òàêæå òèï Edge - ðåáðî â ãðàôå, îáúåêòû Edge áóäóò òàêæå èìåòü ïîëå visited. Çàâåäåì òèï
Cluster - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ãðàôå âåðøèí. Äëÿ ãðàôà GM ýêçåìïëÿð Cluster áóäåò õðàíèòü
ε-êëàñòåðû, äëÿ ãðàôà GLk - îáðàçû ε-êëàñòåðîâ ïðè áèåêöèè (äâîéñòâåííûå êëàñòåðû). Òàêæå ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå ñòðóêòóðû äàííûõ:

• Î÷åðåäü Q äëÿ õðàíåíèÿ ïàð âåðøèí (v, v′), ãäå v ∈ VM , v′ ∈ VLk .

• Èòîãîâîå îòîáðàæåíèå f . Äëÿ óäîáñòâà, ìû îïðåäåëèì åãî íå íà ìíîæåñòâàõ âåðøèí, à íà
ìíîæåñòâàõ êëàñòåðîâ, ò.å. åñëè C - ε-êëàñòåð, òî f(C) - ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äâîéñòâåííûé
êëàñòåð (â ïðîãðàììå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå f[C]). Â êîíöå àëãîðèòìà ïî f ìîæíî
ëåãêî âîññòàíîâèòü îòîáðàæåíèå íà âåðøèíàõ F : äëÿ êàæäîãî ε-êëàñòåðà C âîçüìåì ïðîèçâîëü-
íóþ ïåðåñòàíîâêó âåðøèí f(C) îòíîñèòåëüíî C, è îïðåäåëèì F íà ýëåìåíòàõ C ñîãëàñíî ýòîé
ïåðåñòàíîâêå.

Èçíà÷àëüíî î÷åðåäü Q ïóñòà, âñå âåðøèíû è ðåáðà íåïîñåùåíû, f ≡ null, äëÿ âåðøèí v ∈ VM

ïðèñâîèì v.cluster ← C(v), äëÿ âåðøèí v′ ∈ VLk ïðèñâîèì v′.cluster ← null.
Àëãîðèòì áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ïðîöåäóð:

1. Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ(GM , GLk) - ïðîèçâîäèò îáõîä â øèðèíó äâóõ ãðàôîâ è âîçâðàùàåò îòâåò.

2. Ïåðåéòè(v, v′, u, u′) - îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä èç âåðøèíû v â u â ãðàôå GM è îäíîâðåìåííî
ïåðåõîä èç v′ â u′ â ãðàôå GLk ; òàêæå ïðîöåäóðà ïðîâåðÿåò, íàðóøàþòñÿ ëè ïðè ïåðåõîäå
óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà f , è â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ çàâåðøàåò àëãîðèòì ñ îòâåòîì "íåò".
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3. Ðàñøèðèòü(u) - íà÷èíàÿ îò u, ïðîõîäèò ïî âåðøèíàì ãðàôà, ïîêà íå îêàæåòñÿ â íåïîñåùåííîé
âåðøèíå;

Òåïåðü íàïèøåì âåñü àëãîðèòì íà ïñåâäîêîäå.

Âõîä: ãðàôû GM è GLk , íàáîð ε-êëàñòåðîâ GM .
Âûõîä: "íåò", åñëè îñè íå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè; "äà", åñëè ñèëüíî ýêâèâàëåíòíû è

áèåêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 4.0.11.

Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ (GM , GLk) :
1. /* Èíèöèàëèçàöèÿ: äîáàâèòü âûïóêëûå âåðøèíû */

2. for (p1, p2 - ñîîòâåòñòâóþò âûïóêëûì âåðøèíàì â GM è GLk):

3. ïîìåòèòü p1, p2 êàê ïîñåùåííûå

4. f[p1.cluster] ← { p2 }

5. Q.push(p1, p2) 6. /* Îáõîä â øèðèíó */

7. while (Q.size() > 1):

8. (v, v') ← Q.poll()

9. /* èíâàðèàíò: v è v' áóäóò èíöèäåíòíû ðîâíî îäíîìó íåïîñåùåííîìó ðåáðó */

10. u ← âåðøèíà GM, òàêàÿ ÷òî ðåáðî (v, u) íå ïîñåùåíî

11. u' ← âåðøèíà GLk, òàêàÿ ÷òî ðåáðî (v', u') íå ïîñåùåíî

12. Ïåðåéòè(v, v', u, u')

13. return f

Ïåðåéòè(v, v', u, u') :
1. ïîìåòèòü ðåáðà (v, u), (v', u') êàê ïîñåùåííûå

2. if (u'.visited):

3. /* Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ: îòâåò "íåò"*/

4. CHECK(f[u.cluster] = u'.cluster)

5. else:

6. if (f[u.cluster] = null):

7. /* Ñîçäàåì íîâûé äâîéñòâåííûé êëàñòåð, ñîñòîÿùèé èç u' */

8. u'.cluster ← { u' }

9. f[u.cluster] ← u'.cluster

10. else:

11. /* Èíà÷å äîáàâëÿåì u' â óæå ñóùåñòâóþùèé äâîéñòâåííûé êëàñòåð */

12. u'.cluster ← f[u.cluster]

13. /* Â ýòîò ìîìåíò ðàâíîâåñèå ìåæäó êëàñòåðàìè ìîæåò áûòü íàðóøåíî:

14. ÷èñëî ïîñåùåííûõ âåðøèí â u.cluster ìîæåò áûòü íå ðàâíî ðàçìåðó f[u.cluster] */

15. if (u.visited and not u.cluster.allvisited):

16. Ðàñøèðèòü(u)

17. if (u'.visited and not u'.cluster.allvisited):

18. u'.cluster.add(Ðàñøèðèòü(u'))

19. ïîìåòèòü u è u' êàê ïîñåùåííûå

20. if (÷èñëî ïîìå÷åííûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ u.cluster, ðàâíî u.cluster.size + 1):

21. /* Êëàñòåð u.cluster îáðàáîòàí � äîáàâëÿåì î÷åðåäíóþ âåðøèíó â Q */

22. ïîìåòèòü âñå âíóòðåííèå ðåáðà â u.cluster êàê ïîñåùåííûå

23. ïîìåòèòü âñå âíóòðåííèå ðåáðà â u'.cluster êàê ïîñåùåííûå

24. w ← âåðøèíà u.cluster, èç êîòîðîé âûõîäèò îäíî íåïîñåùåííîå ðåáðî

25. w' ← âåðøèíà u'.cluster, èç êîòîðîé âûõîäèò îäíî íåïîñåùåííîå ðåáðî

26. Q.push(w, w')
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Ðàñøèðèòü(u) :
1. /* u áóäåò èíöèäåíòíî ðîâíî îäíî íåïîñåùåííîå ðåáðî */

2. w ← âåðøèíà, òàêàÿ ÷òî ðåáðî (u, w) íå ïîñåùåíî

3. ïîìåòèòü ðåáðî (u, w) êàê ïîñåùåííîå

4. if (not w.visited):

5. ïîìåòèòü w êàê ïîñåùåííóþ

6. return w

7. return Ðàñøèðèòü(w)

Îïèñàíèå àëãîðèòìà çàêîí÷åíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî êîððåêòíîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìî-
ãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ñíà÷àëà äîêàæåì èíâåðèàíòû, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â àëãîðèòìå.

Ëåììà 6.0.19. Ïóñòü u - ëþáàÿ âåðøèíà GM , íå ñîâïàäàþùàÿ ñ âûïóêëîé âåðøèíîé. Òîãäà â òîò

ìîìåíò, êîãäà ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ε-äëèííûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ C(u), ñòàíåò ðàâíî |C(u)| + 1,
âñå âåðøèíû C(u) áóäóò ïîñåùåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáúåì âåðøèíû C(u) íà òðè ãðóïïû: â i-þ ãðóïïó âêëþ÷èì òàêèå âåðøèíû,
êîòîðûì èíöèäåíòíî i ïîñåùåííûõ ε-äëèííûõ ðåáðà. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâà ýòèõ âåðøèí k0 , k1 è
k2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà l = k0 + k1 + k2, ãäå l = C(u) � ðàçìåð êëàñòåðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî
ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â C(u): l+1 = 0 ·k0 +1 ·k1 +2 ·k2. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî k2 = k0 + 1.

Èìååì: âî-ïåðâûõ, áóäóò ïîñåùåíû k1 +k2 âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ "íà ãðàíèöå" C(u). Âî-âòîðûõ,
k2−1 ðàç áóäåò âûçâàíà ôóíêöèÿ Ðàñøèðèòü, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé áóäåò îáðàáîòàíî åùå k0 = k2−1
âåðøèí C(u). Â ýòîò ìîìåíò ñòàíóò ïîñåùåíû âñå l âåðøèí.

Òåì ñàìûì ìû îïðàâäàëè ñòðîêè 20-21 ôóíêöèèÏåðåéòè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåò èíâàðè-
àíò, íà êîòîðûé ìû îïèðàëèñü â ñòðîêàõ 9-11 Îñíîâíîé ôóíêöèè:

Ëåììà 6.0.20. Â Q ïîïàäàþò òîëüêî òàêèå ïàðû âåðøèí (v, v′), êðîìå ïîñëåäíåé, ÷òî èç ε-
êëàñòåðà C(v) âûõîäèò ðîâíî îäíî íåïîñåùåííîå ðåáðî â GM , è èç äâîéñòâåííîãî êëàñòåðà f(C(v))
âûõîäèò ðîâíî îäíî íåïîñåùåííîå ðåáðî â GLk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâëåíèå ïàð â î÷åðåäü îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî â äâóõ ìåñòàõ àëãîðèòìà - â
èíèöèàëèçàöèè è â êîíöå ôóíêöèè Ïåðåéòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâèå î÷åâèäíî, ïðîâåðèì âòîðîé.

Äëÿ êðàòêîñòè ðàññìîòðèì ε-êëàñòåð C(u), ðàññóæäåíèÿ äëÿ f(C(u)) àíàëîãè÷íû. Êàê ñëåäóåò
èç ïðåäûäóùåé Ëåììû, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîêè 20 Ïåðåéòè, âñå âåðøèíû êëàñòåðà îáðàáî-
òàíû. Ðàññìîòðèì âñå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç âåðøèí C(u). Ñðåäè íèõ |C(u)| + 2 � ε-äëèííûõ, âñå
îñòàëüíûå íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû êëàñòåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîìåòèòü âñå âíóòðåííèå ðåáðà â
C(u), íåïîñåùåííûì îñòàíåòñÿ ðîâíî îäíî ε-äëèííîå ðåáðî.

Çàìåòèì çäåñü æå, ÷òî ýòè ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò êîððåêòíîñòü ñòðîê 24-25.

Ëåììà 6.0.21. Ïîñëå êàæäîãî âûçîâà ôóíêöèè Ðàñøèðèòü èìååò ìåñòî èíâàðèàíò: êàæäîé

ïîñåùåííîé âåðøèíå ε-êëàñòåðà èíöèäåíòíî ëèáî 1, ëèáî 3 ïîìå÷åííûõ ðåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîò ìîìåíò, êîãäà âåðøèíà ñòàíîâèòñÿ ïîñåùåíà, åé, î÷åâèäíî, èíöèäåíòíî
ðîâíî îäíî ïîñåùåííîå ðåáðî - òî, ïî êîòîðîìó ìû ïðèøëè. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ìû ïðèõîäèì â
íåå ïîâòîðíî, âûçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ðàñøèðèòü (ðèñ. 8).
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Ðèñ. 8. Ïðèìåð âûçîâà ôóíêöèè Ðàñøèðèòü. Âåðøèíû u1, ..., u5 ëåæàò â îäíîì ε-êëàñòåðå,
ïîñåùåííûå ðåáðà âûäåëåíû æèðíûìè ëèíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå âûçîâà Ðàñøèðèòü(u1) áóäóò

ïîñåùåíû ðåáðà (u1, u2), (u2, u4), (u4, u5), è âîçâðàùåíà âåðøèíà u5.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ìîìåíò âûçîâà Ðàñøèðèòü(u) âåðøèíå u èíöèäåíòíî äâà ïîìå÷åííûõ ðåáðà.
Ïîñëå ýòîãî ïîìå÷àåòñÿ òðåòüå ðåáðî (u,w), è ëèáî âåðøèíå w èíöèäåíòíî îäíî ïîìå÷åííîå ðåáðî,
â ýòîì ñëó÷àå îíà âîçâðàùàåòñÿ, è ëèáî äâà, è ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà. Èíâàðèàíò ñîõðàíÿåòñÿ.

Ëåììà 6.0.22. Ïîñëå êàæäîãî âûçîâà ôóíêöèè Ðàñøèðèòü êàæäîé âåðøèíå â äâîéñòâåííîãî

êëàñòåðå f(C) èíöèäåíòíî ëèáî 1, ëèáî 3 ïîìå÷åííûõ ðåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Aíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå.

Ëåììà 6.0.23. Ïðè âûçîâå ôóíêöèè Ðàñøèðèòü(u), âåðøèíå u èíöèäåíòíî ðîâíî 1 íåïîñåùåííîå

ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ðàñøèðèòü(u) âûçûâàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ìû ïðèõîäèì â u ïîâòîðíî
(ñòðîêè 15-18 Ïåðåéòè), çíà÷èò, äî âûçîâà ôóíêöèè Ïåðåéòè âñå òðè èíöèäåíòíûõ ðåáðà íå ìîãëè
áûòü ïîñåùåíû. Êàê ïîêàçàíî â äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåììàõ, âåðøèíå íå ìîæåò áûòü èíöèäåíòíî
äâà ïîñåùåííûõ ðåáðà. Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî ïîñåùåíî îäíî ðåáðî, è ïåðåä âûçîâîì Ðàñøèðèòü èõ
ñòàíåò äâà. Ñîîòâåòñòâåííî, îäíî ðåáðî áóäåò íåïîñåùåíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíò â ñòðîêå 1 Ðàñøèðèòü âûïîëíåí.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü òàê, êàê ïðåäïèñàíî � âñå íåîáõîäèìûå èíâàðèàíòû

èìåþò ìåñòî. Îäíàêî âñå åùå íå ÿñíî, ïî÷åìó êîððåêòåí âîçâðàùàåìûé ðåçóëüòàò. Äëÿ íà÷àëà
ïîêàæåì, ÷òî â ïðîöåññå îáõîäà ìû ïîñåòèì âñå âåðøèíû, èëè àëãîðèòì çàêîí÷èòñÿ ñ îòâåòîì
"íåò".

Ëåììà 6.0.24. Ïîñëå êàæäîãî âûçîâà ôóíêöèè Ïåðåéòè èìååò ìåñòî èíâàðèàíò: ÷èñëî ïîñåùåííûõ

âåðøèí â êëàñòåðå C ðàâíî ÷èñëó âåðøèí â f(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå àëãîðèòìà èíâàðèàíò, î÷åâèäíî, âûïîëíåí, òàê êàê ïîñåùåíû òîëüêî
âûïóêëûå âåðøèíû. Ðàññìîòðèì âûçîâ Ïåðåéòè(u, v, u′, v′) è ðàçáåðåì 3 ñëó÷àÿ:

1. îáå âåðøèíû u è u′ íå ïîñåùåíû. Òîãäà èíâàðèàíò âûïîëíåí, òàê êàê u ñòàíîâèòñÿ ïîñåùåíà, à
u′ íà÷èíàåò îáðàçîâûâàòü íîâûé äâîéñòâåííûé êëàñòåð, ñîîòâåòñòâóþùèé C(u) (ñòðî÷êè 8-9);
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2. îäíà èç âåðøèí u è u′ ïîñåùåíà, à äðóãàÿ íåò. Ïåðåä âûçîâîì ôóíêöèè Ðàñøèðèòü ðàâåíñòâî
ìîæåò áûòü íàðóøåíî, òàê êàê ìû ïîâòîðíî ïðèøëè â îäíó èç âåðøèí. Îäíàêî ïîñëå ýòîãî
ðàâåíñòâî âîññòàíàâëèâàåòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ Ðàñøèðèòü íàõîäèò íîâóþ âåðøèíó;

3. ñëó÷àé, êîãäà îáå âåðøèíû ïîñåùåíû, àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

Ñëåäñòâèå 6.0.25. Ïîñëå êàæäîãî âûçîâà ôóíêöèè Ïåðåéòè ÷èñëî ïîñåùåííûõ âåðøèí â GM ðàâíî

÷èñëó ïîñåùåííûõ âåðøèí â GLk .

Ëåììà 6.0.26. Ïðè îáõîäå áóäóò ïîñåùåíû âñå âåðøèíû îáîèõ ãðàôîâ, ëèáî àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ

ñ îòâåòîì "íåò".

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáõîä íà÷èíàåòñÿ èç âûïóêëûõ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà, ò.å. ëèñòüåâ GM è GLk .
Ðàññìîòðèì ñòÿíóòûé ãðàô GM (ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû êàæäîãî ε-êëàñòåðà ñòÿíóòû â îäíó), è
ìûñëåííî óäàëèì èç íåãî âñå ëèñòüÿ. Òàê êàê èñõîäíûé ãðàô áûë äåðåâîì, ïîëó÷åííûé ãðàô òàêæå
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, à â ëþáîì äåðåâå ñóùåñòâóåò âèñÿùàÿ âåðøèíà. Ò.å. ñóùåñòâóåò ε-êëàñòåð C, ó
êîòîðîãî âñå èíöèäåíòíûå ðåáðà, êðîìå îäíîãî, âåäóò â ëèñòüÿ. Ýòà ðîâíî òà ñèòóàöèÿ, êîòîðàÿ
ïðîâåðÿåòñÿ â ñòðî÷êå 20 ôóíêöèè Ïåðåéòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíà èç âåðøèí C áóäåò äîáàâëåíà â
î÷åðåäü, è îáõîä ïðîäîëæèòñÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âñå âåðøèíû êëàñòåðà C óæå
îáðàáîòàíû.

È òàê äàëåå, íà êàæäîì øàãå áóäåò íàõîäèòüñÿ ε-êëàñòåð, âñå êðîìå îäíîãî ðåáðà êîòîðîãî
ïîñåùåíû, è îäíà èç åãî âåðøèí áóäåò äîáàâëÿòüñÿ â î÷åðåäü. Ïîýòîìó çàêîí÷èòñÿ îáõîä òîëüêî
òîãäà, êîãäà áóäåò îáðàáîòàí ïîñëåäíèé êëàñòåð.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ñëåäñòâèåì 6.0.25.

Ëåììà 6.0.27. Åñëè ôóíêöèÿ Ïåðåéòè âûçûâàåòñÿ îò ïàðàìåòðîâ (u, v, u′, v′), òî (u, v) - ε-äëèí-
íîå ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûçîâ Ïåðåéòè(u, v, u′, v′) ïðîèñõîäèò òîëüêî òîãäà, êîãäà ε-êëàñòåð C(u) ïîë-
íîñòüþ îáðàáîòàí, è âñå åãî âíóòðåííèå ε-êîðîòêèå ðåáðà ïîñåùåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, (u, v) - ε-
äëèííîå ðåáðî.

Íàêîíåö, ìû ãîòîâû äîêàçàòü êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî îòâåò "íåò" êîððåêòåí. Â ïðîöåññå àëãîðèòìà ìû ñòðîèì èòîãîâîå îòîáðà-

æåíèå f , çàäàííîå íà ε-êëàñòåðàõ GM . Ïîêàæåì, ÷òî îíî ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Èíûìè
ñëîâàìè, ïóñòü ëèíåéíàÿ è ñðåäèííàÿ îñè ñèëüíî ýêâèâàëåíòíû. Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ F , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 4.0.11. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε-êëàñòåðà C: f(C) = F (C).

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè ïî ε-êëàñòåðàì â ïîðÿäêå èõ îáðàáîòêè. Áàçà èíäóêöèè: äëÿ
âûïóêëûõ âåðøèí p: f(C(p)) = {p} = F (C(p)).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïåðåõîä ïî ðåáðàì (u, v) ∈ EM è (u′, v′) ∈ ELk . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ èìååì f(C(u)) = F (C(u)). Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ êëàñòåðîâ
Ci, èíöèäåíòíûõ C(u) ïî ïîìå÷åííûì ðåáðàì: f(Ci) = F (Ci), äëÿ i = 1, ..., |C(u)| + 1. Êàê ìû
äîêàçàëè ðàíåå, ïåðåõîäû áóäóò îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî ïî ε-äëèííûì ðåáðàì (u, v), ò.å. (u, v) -
ïîñëåäíåå îáðàáàòûâàåìîå ε-äëèííîå ðåáðî, èäóùåå èç C(u). À òàê êàê u′ ∈ F (C(u)), ïî îïðåäåëåíèþ
ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà v′ îáÿçàíà ëåæàòü â F (C(v)).

Åñëè âåðøèíà v′ áûëà ïîñåùåíà, â f(C(v)) ìîæåò áûòü äîáàâëåí ðåçóëüòàò ôóíêöèè w′ =
Ðàñøèðèòü(v′). Ïîêàæåì, ÷òî w′ òàêæå ëåæèò â F (C(v)). Â ìîìåíò âûçîâà ôóíêöèè Ðàñøèðèòü

âåðøèíå v′ èíöèäåíòíî ðîâíî äâà ïîñåùåííûõ ðåáðà. Ïóñòü (v′, w′
1) - îñòàâøååñÿ íåïîñåùåííîå

ðåáðî. Òîãäà âåðøèíà w′
1 äîëæíà ëåæàòü â òîì æå äâîéñòâåííîì êëàñòåðå, ÷òî è v′, èíà÷å îí áóäåò

íåñâÿçíûì. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è îñòàëüíûå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû íà
ïóòè îò v′ ê w′. Òåì ñàìûì è w′ ëåæèò â òîì æå äâîéñòâåííîì êëàñòåðå.
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Òàêèì îáðàçîì, â f(C(v)) äîáàâëÿþòñÿ òîëüêî òå âåðøèíû, êîòîðûå îáÿçàíû ëåæàòü â F (C(v)).
Ïîñêîëüêó â êîíöå ðàçìåðû ýòèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàþò, èìååì f(C(v)) = F (C(v)). Èíäóêöèÿ äîêàçàíà.

Äàëåå, äîêàæåì, ÷òî îòâåò "äà" êîððåêòåí. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîöåññå îáõîäà ìû ïðîéäåì ïî âñåì
ε-äëèííûì ðåáðàì GM . Ïóñòü (u, v) îäíî èç íèõ, è îáðàáîòàíî îíî â âûçîâå Ïåðåéòè(u, v, u′, v′).
Â òîì ñëó÷àå, åñëè v′ óæå ïîñåùåíà, òî åñòü äëÿ íåå èçâåñòåí äâîéñòâåííûé êëàñòåð, â êîòîðîì
îíà ëåæèò, ìû ïðîâåðÿåì, íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî çíà÷åíèþ f (ñòðîêà 4). Èíà÷å ìû ëèáî ñîçäàåì
äâîéñòâåííûé êëàñòåð v′, ëèáî äîáàâëÿåì v′ â óæå ñóùåñòâóþùèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàêëàäûâàåìûå
îïðåäåëåíèåì 4.0.11 óñëîâèÿ íà f âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò "äà" êîððåêòåí.

Àíàëèç âðåìåíè ðàáîòû è èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè. Âî-ïåðâûõ, ìû ìîæåì ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðû
äàííûõ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîâåðøàåìûå íàä íèìè îïåðàöèè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ çà âðåìÿ O(1).

• Î÷åðåäü Q ðåàëèçóåì ÷åðåç ìàññèâ ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Òîãäà îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ â
êîíåö, âçÿòèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà è óäàëåíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ çà êîíñòàíòíîå
âðåìÿ.

• Êëàññ Cluster, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ ìàññèâ
boolean. Òîãäà, åñëè çàíóìåðîâàòü âñå âåðøèíû îáîèõ ãðàôîâ, äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â ìíîæåñòâî
è ïðîâåðêà åãî ïðèíàäëåæíîñòè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà O(1).

• Îòîáðàæåíèå f ðåàëèçóåì êàê ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ññûëêè íà äâîéñòâåííûå êëàñòåðû â GLk .
Äëÿ ýòîãî ìû çàíóìåðóåì âñå ε-êëàñòåðû è âñå äâîéñòâåííûå êëàñòåðû.

Äàëåå, ðàññìîòðèì âñå ôàçû àëãîðèòìà.

1. Îáðàáîòêà î÷åðåäè Q. Êàæäàÿ âåðøèíà ïîïàäàåò â î÷åðåäü íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Îáðàáîòêà
êàæäîé ÷åòâåðêè èç î÷åðåäè çàíèìàåò êîíñòàíòíîå âðåìÿ (íå ó÷èòûâàÿ çàòðàòû íà ôóíêöèþ
Ðàñøèðèòü), ïîýòîìó îáõîä ãðàôîâ çàíèìàåò ëèíåéíîå âðåìÿ.

2. Âûçîâû ôóíêöèè Ðàñøèðèòü. Ôóíêöèÿ Ðàñøèðèòü ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé, íî ïðè êàæäîì
åå âûçîâå îäíî èç ðåáåð EM ëèáî ELk ñòàíîâèòñÿ ïîñåùåíî, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî âûçîâîâ
ëèíåéíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íåðåêóðñèâíàÿ ÷àñòü Ðàñøèðèòü âûïîëíÿåòñÿ çà êîíñòàíòó, èìååì,
÷òî è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû âñåõ âûçîâîâ ëèíåéíî.

Òàêèì îáðàçîì, âåñü àëãîðèòì ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(n), n - ÷èñëî âåðøèí â ìíîãîóãîëüíèêå. Òî,
÷òî àëãîðèòì òðåáóåò O(n) ïàìÿòè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îáùåå ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð â îáîèõ ãðàôàõ
ëèíåéíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6.0.28. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì, âìåñòå ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
è äëÿ ïðîâåðêè ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äàííûõ ãðàôîâ ñðåäèííîé è
ëèíåéíîé îñåé çàïóñòèì àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòâåò "íåò" àâòîìàòè÷åñêè
âëå÷åò îòñóòñòâèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïÿòîé ÷àñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò ìåñòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì èçâåñòíû âñå
äâîéñòâåííûå êëàñòåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ε-êëàñòåðàì ãðàôà ñðåäèííîé îñè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äîëæíî áûòü èñïîëüçîâàíî òî æå îòîáðàæåíèå f (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâîê âíóòðè êëàñòåðà). Çíàÿ ýòó èíôîðìàöèþ, ïîñòàðàåìñÿ ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé
íàáîð áàðüåðîâ, îáåñïå÷èâàþùèé ãåîìåòðè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Äëÿ êàæäîãî ε-äëèííîãî ðåáðà GM çàâåäåì äîïóñòèìûé èíòåðâàë, îïðåäåëÿþùèéñÿ ïàðîé
òî÷åê íà ðåáðå. Äîïóñòèìûé èíòåðâàë èìååò ñìûñë ìíîæåñòâà òî÷åê ðåáðà, â êîòîðûõ äîïóñòèìî
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èìåòü öåíòð áàðüåðà. Èçíà÷àëüíî äîïóñòèìûé èíòåðâàë ïîëîæèì ðàâíûì âñåìó ðåáðó, â ïîñëåäñòâèè
ìû áóäåì äîáàâëÿòü íà íåãî äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ε-êëàñòåð C è äâîéñòâåííûé êëàñòåð f(C). Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ε-
äëèííîãî ðåáðà e1, èíöèäåíòíîãî îäíîé èç âåðøèí â C, è äëÿ êàæäîãî ðåáðà ëèíåéíîé îñè e2 = (u, v),
îáà êîíöà êîòîðîãî ëåæàò â f(C), îáíîâèì äîïóñòèìûé èíòåðâàë e1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïÿòè îòðåçêîâ � S1u, S1v, S2u, S2v è uv, � ñ e1, ãäå S1 è S2 � ñàéòû, ïîðîæäàþùèå uv.
Ïîä îòðåçêîì Siv ìû áóäåì ïîíèìàòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé v ñ áëèæàéøåé òî÷êîé Si.

Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèì 5, ëèáî ìåíüøå, ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé áàðüåðà íà ðåáðå e1. Íåêîòîðûå
èç íèõ ìîãóò áûòü âûðîæäåííûå: òàêèå, ïðè êîòîðûõ íè îäèí äâóõ îòðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ áàðüåð,
íå áóäåò ïåðåñåêàòü e2. Îñòàâøèåñÿ áóäóò äîáàâëÿòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà öåíòð áàðüåðà
íà ðåáðå e1, òî åñòü íà äîïóñòèìûé èíòåðâàë.

Îñè áóäóò ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïîñëå îáðàáîòêè âñåõ êëàñòåðîâ äëèíà äîïóñòè-
ìîãî èíòåðâàëà êàæäîãî ðåáðà áóäåò áîëüøå 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îòâåò "íåò".

Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà: ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàñòåð C, ïóñòü |C| = l. Íàì
èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ε-äëèííûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ C, ðàâíî l + 2 = O(l). ×èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð
ãðàôà ëèíåéíîé îñè â f(C) òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíî l, îäíàêî êàæäîå èç íèõ ìîæåò ñîäåðæàòü
ïîðÿäêàmax kj ðåáåð îñè (k - âåêòîð ñêðûòûõ ðåáåð). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îáðàáîòàòü O(l2 ·max kj)
ïàð ðåáåð, à îáðàáîòêà êàæäîé ïàðû âûïîëíÿåòñÿ çà O(1). Èìååì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáùåå âðåìÿ
ðàáîòû T = O(n2 ·max kj).

Ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå ÷èñëî ñêðûòûõ ðåáåð ïðè êàæäîé âåðøèíå íåâåëèêî (÷àñòî íå áîëüøå
3) [3], âðåìÿ ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü êâàäðàòè÷íûì. Ïîìèìî ýòîãî, ðàçìåð êàæäîãî èç ε-êëàñòåðîâ
÷àñòî òàêæå îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïðîâåðêè ãåîìåòðè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ëèíååí è íå óñòóïàåò ïî ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìó ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îôîðìèòü â âèäå òåîðåìû:

Òåîðåìà 6.0.29. Ïóñòü P - ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê, ε > 0, k - íàáîð ñêðûòûõ ðåáåð, max kj íå

ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû. Òîãäà ïðîâåðêà ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòèM(P ) è Lk(P ) ìîæåò

áûòü âûïîëíåíà çà âðåìÿ O(n2).
Åñëè ïðè ýòîì ðàçìåð êàæäîãî ε-êëàñòåðà îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé, ïðîâåðêà ìîæåò áûòü

âûïîëíåíà çà âðåìÿ O(n).
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7 Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ

Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Java (JDK 1.6). Ïðèëîæåíèå
ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êîìïîíåíòîâ:

1. ìîäåëü âêëþ÷àåò íàáîð âçàèìîñâÿçàííûõ êëàññîâ:

(a) Vertex - õðàíèò ñïèñîê èíöèäåíòíûõ ðåáåð è ññûëêó íà ñîäåðæàùèé ýòó âåðøèíó êëàñòåð,

(b) Edge - õðàíèò ññûëêè íà èíöèäåíòíûå âåðøèíû,

(c) Cluster - õðàíèò ñïèñîê âåðøèí êëàñòåðà,

(d) Graph - õðàíèò ñïèñîê âåðøèí, ðåáåð è êëàñòåðîâ â ãðàôå,

(e) Input ñîäåðæèò ññûëêè íà äâà ãðàôà - ñðåäèííîé è ëèíåéíîé îñè.

2. êîìïîíåíòà ââîäà-âûâîäà ñîñòîèò èç êëàññà InputReader, êîòîðûé ñ÷èòûâàåò äàííûå èç âõîäíîãî
ïîòîêà â îïðåäåëåííîì ôîðìàòå, è âîçâðàùàåò ýêçåìïëÿð Input.

3. öåíòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà - êëàññ Algorithm, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòì, îïèñàííûé â Òåîðåìå
6.0.18.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðèëîæåíèÿ áûëî ïîäãîòîâëåíî 11 òåñòîâûõ ñëó÷àåâ.
Òàêæå áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà äëÿ âèçóàëèçàöèè àëãîðèòìà. Ïåðå÷èñëèì åå îñíîâíûå

êîíìïîíåíòû.

1. Äëÿ èíòåãðàöèè ñ àëãîðèòìîì ðåàëèçîâàíû êëàññû-íàñëåäíèêè ProxyVertex è ProxyEdge,
êîòîðûå âìåñòå ñ áàçîâûìè îïåðàöèÿì Vertex è Edge âûïîëíÿþò ðåãèñòðèðîâàíèå ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñîáûòèé; òàêæå äîáàâëåí êëàññ-ôàáðèêà GraphFactory äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîçäàâàòü îáúåêòû
proxy-êëàññîâ òîãäà, êîãäà âêëþ÷åí ðåæèì âèçóàëèçàöèè.

2. Äîáàâëåíû êëàññû äëÿ êàæäîé ñóùíîñòè, ðèñóåìîé íà ýêðàíå: DrawableVertex (âåðøèíà),
StraightEdge (ïðÿìîëèíåéíîå ðåáðî), ParabolicEdge (ïàðàáîëè÷åñêîå ðåáðî) è äð.

3. Êëàññû äëÿ õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè ñîáûòèé: Event, EventBu�er, EventDispatcher.

4. GUI ôîðìà VisualFrame äëÿ îáðàáîòêè ïîëüçîâàòåëüñêèõ ñîáûòèé (ðåàãèðîâàíèå íà íàæàòèå
êëàâèøè êëàâèàòóðû, íàæàòèå íà êíîïêè è äð.) è îòðèñîâêè îñåé.

Âñåãî îáà ïðèëîæåíèÿ âêëþ÷àþò 25 êëàññîâ, îáùèé îáúåì êîäà: 2500 ñòðîê.
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8 Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå äàííîé ðàáîòû áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ äëÿ îöåíêè ñõîäñòâà
ñðåäèííîé îñè ìíîãîóãîëüíèêà è ëèíåéíîé îñè. Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè,
äëÿ êîòîðîãî ñîõðàíÿþò ñèëó äîêàçàííûå ðàíåå òåîðåìû î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ýêâèâàëåíòíîñòè, è
ïðèìåíèìû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ íàáîðà ñêðûòûõ ðåáåð, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Äëÿ íîâîãî îïðåäåëåíèÿ áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèìåíèìûé äëÿ âñåõ
ïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, è ðàáîòàþùèé çà ëèíåéíîå âðåìÿ è èñïîëüçóþùèé ëèíåéíóþ ïàìÿòü.
Òàêæå áûë ðàññìîòðåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ãåîìåòðè÷åñêîé áëèçîñòè âåðøèí îñåé. Áûëî äîêàçàíî,
÷òî äàííûé òèï ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì äâà äðóãèõ, è ÷òî äëÿ íåãî òàêæå
âîçìîæíà ýôôåêòèâíàÿ ïðîâåðêà äëÿ äàííûõ ñðåäèííîé è ëèíåéíîé îñåé.

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
îïòèìàëüíîãî íàáîðà ñêðûòûõ ðåáåð k, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ëîãè÷íûé
ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â èòåðàòèâíîì ïðèáëèæåíèè ê îòâåòó. Íàì èçâåñòíà
îöåíêà ñâåðõó è ñíèçó, ïîýòîìó ïðèìåíèìû ìåòîäû ïîäáîðà âåêòîðà k, ïðîâåðêè ε-ýêâèâàëåíòíîñòè
íà íåì è, â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà, ñäâèã âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíèöû.
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