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1. Введение
Целью данной работы является изучение свойств взвешенного скелета для простых многоугольников; введение понятия взвешенной крыши для простого многоугольника, исследование ее свойств. Также в работе будут представлены алгоритмы вычисления взвешенного скелета, причем один из них будет рассмотрен детально и реализован на практике. В заключение, мы представим один из способов  применения взвешенного скелета – конструирование крыш в задаче моделирования городов.
1.1 История

В 1995 году австрийские ученые Айххольцер (Aichholzer) и Ауренхаммер (Aurenhammer) предложили новый дескриптор многоугольника на плоскости – прямолинейный скелет [1].
Прямолинейный скелет многоугольника 
[image: image1.wmf]P

, как видно из его названия, состоит только из прямолинейных отрезков. Он похож на предложенную ранее срединную ось [2], которая является геометрическим местом точек 
[image: image2.wmf]P

, имеющих более одной ближайшей точки на границе многоугольника. Срединная ось является подмножеством диаграммы Вороного для ребер и невыпуклых (с внутренним углом при них, большим 
[image: image3.wmf]p

) вершин 
[image: image4.wmf]P

, и содержит как отрезки, так и параболические дуги. Срединные оси используются в различных приложениях. Например, в распознавании и восстановлении фигур [3,4], генерации сетки поверхности (mesh generation) [5,6], задачах планирования движения (motion planning) [7,8] и автоматизированного производства (computer aided manufacture) [9]. Очень часто наличие в срединной оси параболических дуг становится неудобством, поэтому были предложены различные ее аппроксимации [6,10,11]. Прямолинейный скелет представляет собой альтернативную срединной оси кусочно-линейную конструкцию. Он также имеет несколько приложений, например в архитектуре (для построения крыш) [1,12], снятия геодезической информации [13], в медицине (томография), декомпозиции многоугольников (применение в системах компьютерного зрения), автоматизированного производства (например, построение офсетных многоугольников (offset polygons) в AutoCad).
Так как, в отличие от срединной оси, прямолинейный скелет нельзя построить, пользуясь известными методами, типа разделяй-и-властвуй, или инкрементальным алгоритмом, то пришлось разрабатывать принципиально другие алгоритмы для его вычисления, которые симулируют процесс сжатия многоугольника (shrinking process).
Самый первый алгоритм вычисления прямолинейного скелета был разработан Айххольцером и Ауренхаммером [1]. Он вычисляет скелет простого многоугольника с 
[image: image5.wmf]n

 вершинами за 
[image: image6.wmf])
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 времени. Позже они расширили этот алгоритм до обработки многоугольников с дырками и плоских прямолинейных графов [13]. Эппштейн (Eppstein) и Эриксон (Erickson) получили первый субквадратичный алгоритм, который вычисляет скелет за  
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 времени в худшем случае [14], также они представили алгоритм, зависящий от количества невыпуклых вершин в многоугольнике, временная сложность которого порядка 
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 – число невыпуклых вершин многоугольника.
Наконец, Ченг (Cheng) и Виньерон (Vigneron) разработали вероятностный алгоритм [15] для вычисления скелета простых невырожденных многоугольников за  
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 времени, и многоугольников с дырками (за 
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[image: image12.wmf]h

 – число дырок, 
[image: image13.wmf]n

 – число вершин многоугольника, среди которых 
[image: image14.wmf]r

невыпуклых).
1.2 Основные понятия
Дадим основные понятия, связанные с прямолинейным скелетом, его основными свойствами и построением.
Пусть 
[image: image15.wmf]P

 – простой многоугольник на плоскости, имеющий 
[image: image16.wmf]n

 сторон. Введем некоторые классические определения:
Определение 1: Вершину 
[image: image17.wmf]v

 многоугольника 
[image: image18.wmf]P

 будем называть выпуклой (convex), если внутренний угол многоугольника при ней меньше 
[image: image19.wmf]p

, соответственно невыпуклой (reflex), если внутренний угол больше 
[image: image20.wmf]p

. (Вырожденная вершина, с углом при ней 
[image: image21.wmf]p

, обрабатывается как невыпуклая.)
Определение 2: Ребро многоугольника 
[image: image22.wmf]P

 называется выпуклым (convex), если оно инцидентно только выпуклым вершинам, иначе ребро – невыпуклое (reflex).

Будем считать, что граница многоугольника ориентирована против часовой стрелки, так, что его внутренность всегда лежит слева от граничных ребер. 

Прямолинейный скелет многоугольника 
[image: image23.wmf]P

 определяется процессом распространения линейного фронта (linear wavefront propagation process).
1.2.1 Процесс распространения линейного фронта и события

Рассмотрим этот процесс подробнее. Представим, что граница многоугольника 
[image: image24.wmf]P

 движется внутрь, причем скорости всех ребер постоянны и равны, а ребра движутся, оставаясь параллельными самим себе. Заметим, что каждая вершина многоугольника будет двигаться по биссектрисе при ее внутреннем угле. Движение продолжается до тех пор, пока структура нашего многоугольника не изменится топологически. Этот момент называют событием (event). В каждый момент времени границу сжатого многоугольника(-ов) будем называть линейным фронтом (linear wavefront).
Существует несколько типов событий [14]:
1. Событие ребра (Edge event). Ребро стягивается в точку; его соседи становятся смежными. Будем различать:
a. Уничтожение выпуклого ребра (Convex edge annihilation) – если исчезнувшее ребро было выпуклым.
b. Уничтожение невыпуклого ребра (Reflex edge annihilation) – если исчезнувшее ребро было невыпуклым. В этом случае из линейного фронта исчезает также невыпуклая вершина.
2. Событие расщепления (Split event). Невыпуклая вершина линейного фронта сталкивается с ребром, таким образом, разделяя его на части.
3. Столкновение вершин (Vertex Event). Несколько невыпуклых вершин, (и ничего больше!) сталкиваются. Столкновение вершин может добавить в линейный фронт невыпуклую вершину, хотя общее число невыпуклых вершин в нем после этого события уменьшится. Примечательно то, что любые малые изменения многоугольника с целью убрать такое событие могут привести к радикальному изменению структуры скелета (рис 3). 
Процесс сжатия происходит до тех пор, пока линейный фронт не исчезнет.
[image: image25.png]



(Рисунок 1. Прямолинейный скелет для невыпуклого многоугольника. Черным кружком помечено событие уничтожения невыпуклого ребра, серыми кружками – событие уничтожения выпуклого ребра, черный квадрат – событие расщепления. Пунктиром показан линейный фронт в разные моменты времени (картинка Tanase [16]).)
[image: image26.png]



(Рисунок 2. Здесь в обоих рисунках серыми кружками показаны события уничтожения выпуклого ребра. На рисунке (a) черный квадрат - событие расщепления, серый квадрат – столкновение вершин. На рисунке (b) черным квадратом показано уничтожение части фронта (несколько событий ребра, произошедших одновременно) (картинка Tanase [16]).)
[image: image27.png].




(Рисунок 3. Событие столкновения вершин. При небольших изменениях границы многоугольника структура скелета радикально меняется.)
1.2.2 Прямолинейный скелет и его свойства
Определение 3: [1] Прямолинейный скелет (Straight skeleton) многоугольника 
[image: image28.wmf]P

 – это граф, ребра которого являются участками биссектрис, которые вычерчивают вершины многоугольников линейного фронта в процессе его распространения. Будем обозначать скелет многоугольника 
[image: image29.wmf]P

 через 
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Для простого многоугольника прямолинейный скелет является деревом, внутренние вершины которого называются узлами (nodes), вершины, являющиеся вершинами исходного многоугольника, -  листьями (leaves), а отрезки между ними - дугами (arcs).
Из [1] известно, что для простого многоугольника 
[image: image31.wmf]P

, имеющего 
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 вершин, 
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 – число невыпуклых вершин 
[image: image39.wmf]P

).
Прямолинейный скелет разбивает многоугольник на 
[image: image40.wmf]n

 частей, которые называют регионами (region). По сути, регион – это результат заметания одним из ребер многоугольника некоторой области в процессе распространения линейного фронта.
Определение 4: Многоугольник 
[image: image41.wmf]P

 монотонен относительно своего ребра 
[image: image42.wmf]e

, если его пересечение с любой прямой, перпендикулярной 
[image: image43.wmf]e

, связно (либо отрезок, либо точка, либо пустое множество).

Айххольцер и Ауренхаммер показали, что каждый регион такого разбиения монотонен относительно своего ребра.
1.3 Крыши
Понятие крыши было введено Айххольцером и др [1]. На его основе можно получить альтернативный взгляд на процесс построения прямолинейного скелета. Также такой взгляд на скелет позволил разработать ряд алгоритмов его вычисления.
Введем основные понятия и свойства крыши.
Рассмотрим процесс распространения линейного фронта многоугольника  
[image: image44.wmf]P

. Пусть 
[image: image45.wmf]P

 лежит в горизонтальной плоскости 
[image: image46.wmf]0

P

. Рассмотрим время 
[image: image47.wmf]t

 в процессе сжатия как третье измерение. Это означает, что плоскость, в которой находится линейный фронт, движется вертикально вверх с постоянной скоростью, и при этом фронт вычерчивает поверхность 
[image: image48.wmf]R

 в трехмерном пространстве. Эту поверхность и назовем крышей (roof) многоугольника 
[image: image49.wmf]P

 (рис 4). В литературе такой процесс называют процессом затопления; при этом крыша играет роль острова, время показывает уровень воды; в каждый момент времени 
[image: image50.wmf]0

t

 граница среза крыши по уровню воды является линейным фронтом в этот момент.
Таким образом, 
[image: image51.wmf])

(

P

S

 - вертикальная проекция ребер крыши 
[image: image52.wmf]R

 на 
[image: image53.wmf]0

P

. Ребра и грани 
[image: image54.wmf]R

 соответствуют дугам и регионам скелета. Каждая грань крыши – многоугольник, монотонный относительно некоторого ребра границы 
[image: image55.wmf]P

, и составляющий с 
[image: image56.wmf]0

P

 угол 
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45

.
Определение 5: [1] Дуга прямолинейного скелета, вычерчиваемая невыпуклой вершиной линейного фронта называется невыпуклой; соответственно, дуга, вычерчиваемая выпуклой вершиной линейного фронта, называется выпуклой.
Пересечения граней крыши дают также два типа ребер. 
Определение 6: [1] Ребро, соответствующее выпуклой дуге скелета, называется коньком (ridge); ребро, соответствующее невыпуклой дуге скелета, называется долиной (valley). Концы гребня или долины, не являющиеся вершинами исходного многоугольника, называются углами (corner) крыши.
Заметим, что крыша, соответствующая прямолинейному скелету, имеет некоторые полезные свойства, например, в ней не может быть “ям” (локальных минимумов).
[image: image58.png]



(Рисунок 4. Прямолинейный скелет и соответствующая ему крыша (рисунок взят из работы Айххольцера и Ауренхаммера [1]). На рисунке видны две долины, инцидентные невыпуклым вершинам исходного многоугольника.)
Айххольцер и Ауренхаммер доказали следующее свойство крыши:
Пусть 
[image: image59.wmf]R

 – крыша над 
[image: image60.wmf]P

. Для любой точки 
[image: image61.wmf]x

 на 
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, 
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 – это путь, начинающийся в 
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, и следующий по наиболее крутому спуску (по ребру или грани крыши) на 
[image: image65.wmf]R

. Мы говорим, что грань 
[image: image66.wmf]F

 обладает свойством градиентности, если для любого 
[image: image67.wmf]x

 из 
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, 
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 достигает ребра 
[image: image70.wmf]e

, определяющего 
[image: image71.wmf]F

, в его внутренней точке или в одной из инцидентных ему вершин.
Теорема: [1] Пусть 
[image: image72.wmf]R

 - крыша для простого многоугольника 
[image: image73.wmf]P

. Тогда каждая грань 
[image: image74.wmf]R

 обладает свойством градиентности.
Это свойство ведет к замечательному выводу: вода, попавшая на такую крышу, обязательно стечет с нее вниз, на границу.
Далее мы будем исследовать обобщение прямолинейного скелета - взвешенный скелет (weighted skeleton) для простых многоугольников, его свойства и отличия от классической версии (главы 2.1, 2.2). Также введем понятие взвешенной крыши для простых многоугольников (глава 2.3). В главе 3 мы опишем способы вычисления взвешенного скелета, а именно, возможность адаптации к нашему случаю известных алгоритмов, например Фелкеля и Обдржалека, Эппштейна и Эриксона, и др. Наконец (глава 4), мы обсудим возможные применения взвешенного скелета.
2. Взвешенные скелеты и крыши
2.1 Взвешенные прямолинейные скелеты
Понятие взвешенного скелета совсем недавно ввел Ауренхаммер [17].
Определение 7: [17] Для простого невырожденного многоугольника 
[image: image75.wmf]P

 введем набор весов 
[image: image76.wmf](
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, сопоставляющий каждому ребру 
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 его вес – 
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, где все 
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 неотрицательны. Каждый вес устанавливает скорость движения ребра в процессе распространения линейного фронта. Получившаяся в результате такого процесса распространения линейного фронта структура, называется взвешенным скелетом.
В свете определения поговорим немного о невырожденности.

В процессе распространения линейных волн, в случае появления ребер фронта, составляющих внутренний угол 
[image: image80.wmf]p

 и движущихся с разными скоростями, возникает неоднозначность (рис 5), поэтому случаи таких многоугольников (многоугольников имеющих параллельные ребра с разными весами и нормали которых направлены в одну сторону) мы рассматривать не будем. 
Также мы будем игнорировать вершинные события (рис 3)
[image: image81.png]



(рис 5. Вырожденный случай многоугольника. Здесь вес a больше веса b. При исчезновении ребра MN, становятся смежными параллельные ребра, таким образом, угол при V составляет 
[image: image82.wmf]p

, а ребра, инцидентные V, движутся с разными скоростями)
Следуя Ауренхаммеру, будем обозначать взвешенный скелет многоугольника 
[image: image83.wmf]P

 с набором весов 
[image: image84.wmf]W

 как 
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. Часть плоскости, которую в процессе построения скелета заметает ребро 
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, называется регионом и обозначается 
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Понятно, что 
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 только в том случае, когда вес этого ребра (
[image: image89.wmf]i
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) равен нулю. В таком случае регион называется вырожденным.
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 – является классическим прямолинейным скелетом 
[image: image91.wmf]P

, если все веса положительны и равны.
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(Рис 6. Взвешенный скелет для невыпуклого многоугольника; рядом с ребрами указаны значения их весов).

Взвешенный скелет для выпуклого многоугольника Ауренхаммер использует для декомпозиции многоугольника (на регионы), обладающей специальными свойствами, например, удовлетворяющей заданному отношению площадей регионов, или условию о попадании заданного числа точек из некоторого множества в каждый регион. Это можно использовать, например, для распределений, основанных на приоритетах (расположение линий электропередач, водоемов, заправок).

Для невыпуклых многоугольников рассуждения Ауренхаммера о разбиении с заданными свойствами не подходят [17], но исследовать невыпуклый случай стоит подробнее; взвешенный скелет находит себе применение и там. Практическое применение он найдет в приложениях вычислительной архитектуры (Computational architecture) и виртуальной архитектуры (Virtual architecture: например, моделирование городов в 3D играх). Также он может использоваться как часть построения прямолинейного скелета многогранника в трехмерном пространстве, а полученный скелет может быть использован для декомпозиции объемных тел в задачах распознавания.
2.2 Свойства взвешенного скелета
Лемма 1: [17] Взвешенный скелет простого многоугольника 
[image: image93.wmf]P

 имеет не больше, чем 
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 внутренних узла и 
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 дуги.
Доказательство:
При процессе распространения линейного фронта, ребро 
[image: image96.wmf]i
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 исходного многоугольника после исчезновения (сжатия в ноль) не может появиться снова, значит, 
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 связное множество. Если 
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 является ребром его границы. Таким образом, мы заключаем, что 
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 – дерево, имеющее 
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 листьев (вершины 
[image: image102.wmf]P

) и не более 
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 внутренних узлов, и, соответственно, не более 
[image: image104.wmf]3
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 дуг. Если существуют вырожденные регионы, то число узлов и дуг только уменьшится.
□
Мы видим, что комбинаторная сложность взвешенного скелета не больше, чем в случае обычного.
В отличие от случая прямолинейного скелета, в разбиении, индуцированном взвешенным скелетом, могут появиться немонотонные регионы (рис 7).
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(рис 7. Регион, соответствующий ребру с весом 10, немонотонен).

Рассмотрим подробнее процесс построения взвешенного скелета.
Как говорилось выше, взвешенный скелет вычерчивается вершинами линейного фронта в процессе его распространения. 

Сам процесс практически не изменяется. Но стоит оговорить один момент: при событии ребра во фронт может добавиться невыпуклая вершина (рис 8).
Введем понятие взвешенной биссектрисы.

Определение 8: Пусть для многоугольника 
[image: image106.wmf]P

 задан набор весов 
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 – вес ребра 
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. Пусть ребро 
[image: image110.wmf]i

e

 не параллельно ребру 
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, и 
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 - точка пересечения прямых, содержащих эти ребра.

Пусть внутренний угол при 
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 (внутри которого лежит 
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) равен 
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. Пусть луч 
[image: image116.wmf]AI

, с началом в точке 
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 делит этот угол на два: 
[image: image118.wmf]i

a

 и 
[image: image119.wmf]j

a

, таким образом, что: 
[image: image120.wmf]i

j

j

i

w

w

×

=

×

)

sin(

)

sin(

a

a

.
Тогда 
[image: image121.wmf]AI

 назовем взвешенной биссектрисой ребер 
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 и 
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(рис 9).
Если прямые, содержащие данные ребра, параллельны, то их взвешенная биссектриса есть прямая, параллельная этим ребрам и расположенная между ними в соответствии с отношением весов.
Если вес одного из ребер равен нулю, то взвешенная биссектриса будет лежать на прямой, содержащей это ребро.

Если веса обоих ребер равны нулю, то мы будем рассматривать две прямые, проходящие через соответствующие ребра. Их мы будем продолжать условно называть взвешенными биссектрисами.
Отметим, что каждая дуга 
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 является частью взвешенной биссектрисы определяемой двумя ребрами границы 
[image: image125.wmf]P

.

2.3 Взвешенные крыши
Аналогично крыше для обычного прямолинейного скелета, определим взвешенную крышу для взвешенного скелета.
Определение 9: Пусть 
[image: image126.wmf]P

 – многоугольник со сторонами 
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[image: image128.wmf](

)

n

w

w

w

,...,

,

2

1

, лежит в плоскости 
[image: image129.wmf]0

P

. Будем рассматривать время 
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 в процессе сжатия многоугольника с весами как третье измерение; это означает, что плоскость, в которой находится линейный фронт, движется вертикально вверх с постоянной единичной скоростью, и фронт вычерчивает при этом поверхность 
[image: image131.wmf]R

 в трехмерном пространстве. Эту поверхность назовем взвешенной крышей (weighted roof) многоугольника 
[image: image132.wmf]P


Если веса всех ребер исходного многоугольника равны 
[image: image133.wmf]1

, то получаем классическую крышу для прямолинейного скелета, с наклоном граней по отношению к 
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Для грани 
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 взвешенной крыши, соответствующей ребру 
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, угол между ней и 
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 - ”вертикальная стена”).
Так же, как и раньше, 
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 - вертикальная проекция ребер крыши 
[image: image145.wmf]R

 на 
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Аналогично, для взвешенной крыши можно выделить коньки, долины и углы. В связи с тем, что в процессе распространения фронта, даже в случае невырожденного многоугольника, во фронт может добавиться невыпуклая вершина (рис 8) (углы крыши, соответствующие таким вершинам, мы будем называть щербинами), существуют невыпуклые дуги взвешенного скелета, не инцидентные границе 
[image: image147.wmf]P

.
Соответственно, долины для взвешенной крыши могут быть не инцидентны границе 
[image: image148.wmf]P

 даже в случаях невырожденных многоугольников.
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(рис 8. На обоих рисунках X – событие ребра, которое может привнести во фронт невыпуклую вершину, V и W – невыпуклые вершины, инцидентные ребру, породившему это событие)
К сожалению, свойство градиентности для взвешенной крыши не всегда верно из-за возможности существования долин, не инцидентных границе многоугольника, определяющего эту крышу. Но верна следующая лемма:

Лемма: Пусть 
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- крыша для простого многоугольника 
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. Для любой точки 
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. Тогда 
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Доказательство:

Это очевидно, так как формирование взвешенной крыши происходит в результате обработки события ребра или события разделения, ни одно из которых не может дать локального минимума крыши, на котором путь 
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 остановится.
□
Таким образом, взвешенная крыша, как и обычная, обладает тем свойством, что вода, попавшая на нее, обязательно стечет вниз (на границу исходного многоугольника).
Отметим, что на практике, для построения взвешенной крыши по скелету, достаточно лишь найти высоты его внутренних узлов.
Определение 10: [17] Пусть 
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 - взвешенный скелет многоугольника 
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 с весами 
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 на его ребрах. Для любой точки 
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 внутри 
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 определим взвешенное расстояние до ребра 
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 - евклидово расстояние от 
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 до прямой, содержащей 
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. Высота внутреннего узла 
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 есть взвешенное расстояние от 
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 до одного из ребер, регион которого содержит 
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 на своей границе.
Найдя высоты внутренних узлов, мы получим все углы и щербины взвешенной крыши, а, следовательно, и саму крышу.
Взвешенные крыши могут найти применение в виртуальной и практической архитектуре. В практической – конструирование красивых крыш со скатами под разным наклоном для особняков. В виртуальной – моделирование городов в 3D играх и моделях городов. Также взвешенные крыши можно использовать при проектировании реальных зданий.
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(рис. 9. AI – взвешенная биссектриса ребер 
[image: image174.wmf]i

e

 и 
[image: image175.wmf]j

e

, с весами 
[image: image176.wmf]i

w

 и 
[image: image177.wmf]j

w

 соответственно, BAC = 
[image: image178.wmf]a

, BAI = 
[image: image179.wmf]j

a

, а IAC = 
[image: image180.wmf]i

a

; 
[image: image181.wmf]i

j

j

i

w

w

×

=

×

)

sin(

)

sin(

a

a

).
3. Вычисление взвешенного скелета
В этой главе мы рассмотрим алгоритмы вычисления взвешенного скелета. Наиболее подробно остановимся на нашей адаптации алгоритма Фелкеля и Обдржалека [18], который широко применяется для вычисления прямолинейного скелета. Данный алгоритм нами реализован под платформу .Net на языке C#. Также мы проанализируем возможность адаптации других известных алгоритмов вычисления прямолинейного скелета к нашему случаю.
3.1 Модифицированный алгоритм Фелкеля и Обдржалека
Классическая версия этого алгоритма [18] достаточно проста для реализации, и её часто можно найти в библиотеках алгоритмов, например CGAL. Он основан на принципе построения крыши, и, по сути, эмулирует последовательность событий в процессе распространения линейного фронта. Мы же обобщим этот алгоритм на случай взвешенного скелета.
Структура данных, используемая алгоритмом, представляет собой Множество циклических двусвязных Списков Активных Вершин -МСАВ (Set of circular Lists of Active Vertices – SLAV). В ней хранятся вершины границы многоугольника (в том числе и его дыр, для расширения алгоритма на многоугольники с дырками). Если исходный многоугольник является выпуклым, то в множестве все время будет только один список, Для невыпуклых многоугольников могут появиться еще несколько (например, после события разделения).
Сначала мы дадим алгоритм для выпуклого многоугольника, потом обобщим его на невыпуклый случай.

a) Случай выпуклого многоугольника
Считаем, что граница многоугольника ориентирована против часовой стрелки.
Вход: список вершин исходного многоугольника.

Выход: список ребер взвешенного скелета этого многоугольника.

1. Инициализация:

1.1. Организовать представление исходного многоугольника 
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в двусвязный циклический список активных вершин – САВ (double connected circular List of Active Vertices – LAV)

1.2. Для каждой вершины 
[image: image183.wmf]i
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 из САВ добавить ссылки на инцидентные ей ребра (
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); вычислить для них взвешенную биссектрису 
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1.3. Для каждой вершины 
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 определить ближайшее из двух пересечений её биссектрисы 
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 с соседними (соответственно, 
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) и (если таковое существует), добавить его как событие в очередь с приоритетом Q согласно взвешенному расстоянию от точки пересечения до прямой 
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, содержащей 
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. Для каждой точки пересечения 
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 сохранить также вершины 
[image: image194.wmf]b
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, биссектрисы углов при которых участвуют в пересечении (рис 10).
2. While Q непуста do:
2.1. Взять очередное событие 
[image: image195.wmf]I

 из Q.

2.2. Если вершины/узлы 
[image: image196.wmf]b
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 этого события помечены как обработанные -продолжить цикл.

2.3. Иначе (произошло событие ребра) продолжить обработку.

2.4. Если предшествующая вершина предшествующей вершины 
[image: image197.wmf]a
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 - это 
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 (получается угол крыши), то добавить в список ребер скелета 
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 и 
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 предшествует 
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2.5. Добавить в список ребер скелета 
[image: image203.wmf]b
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2.6. В САВ:

· Пометить вершины/узлы 
[image: image204.wmf]a

V

,
[image: image205.wmf]b

V

 как обработанные.
· Создать узел 
[image: image206.wmf]V

 с координатами в точке пересечения.

· Вставить его в САВ (это означает, что мы его связываем с предшественником 
[image: image207.wmf]a
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 и следующим за 
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· Связать 
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 с соответствующими ребрами 
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.
2.7. Для новой вершины 
[image: image211.wmf]V

:

· Вычислить ее взвешенную биссектрису (биссектрису ребер 
[image: image212.wmf]a

e

и 
[image: image213.wmf]b
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 из 2.6).

· Найти ее пересечения с соседними биссектрисами (см 1.3).

· Сохранить ближайшее пересечение (если есть) в Q.
Как видно, случай выпуклого многоугольника достаточно прост.
[image: image214.png]



(рис 10. Биссектриса V пересекается с обоими соседними (W и U), в очередь отправится пересечение I, так как оно ближе к своему ребру (WV)).
б) Невыпуклый случай
Сначала докажем лемму, которая нам понадобится для алгоритма:

Лемма: Пусть в треугольнике ABC ребрам AB, BC и CA присвоены веса (соответственно: 
[image: image215.wmf]ab
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, 
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 и 
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). Тогда взвешенные биссектрисы при вершинах треугольника пересекаются в одной точке.
Доказательство: Пусть P – точка пересечения взвешенных биссектрис при вершинах A и B. Так как P лежит на взвешенной биссектрисе при A, то взвешенные расстояния от P до AB и AC равны. То есть, 
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, где 
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 - высоты, опущенные из P на стороны AB и AC соответственно. Аналогично, так как P лежит на биссектрисе при вершине B, 
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. Следовательно, 
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, то есть P лежит на биссектрисе при вершине C.
□
Принцип остается тем же. В структуру, отвечающую за событие (пересечение) добавим тип события (событие ребра или событие разделения; считаем, что многоугольник невырожден). Сначала сделаем некоторые замечания по поводу обработки невыпуклых вершин. Невыпуклая вершина V может участвовать как в событии разделения, так и в событии ребра. Сосредоточимся на обработке события разделения. Главная проблема здесь – это определить координаты точки пересечения (назовем ее B). Она характеризуется тем свойством, что взвешенное расстояние от нее до прямых, содержащих ребра, инцидентные V, равно взвешенному расстоянию до прямой, содержащей некоторое ребро (“противолежащее” ребро) многоугольника. Чтобы найти такое ребро, мы пробегаем по всем ребрам многоугольника, проверяя их на “пригодность”. Найдя нужное ребро, соответственно, найдем и точку B. Теперь осталось выбрать среди пересечения 
[image: image223.wmf]B

 и пересечений взвешенной биссектрисы V с взвешенными биссектрисами соседних вершин наиболее близкое к V; и добавить его в очередь событий (руководствуясь расстоянием от точки пересечения до соответствующего ребра), указав при этом нужный тип события.
Проверка ребра 
[image: image224.wmf]i

e

 на пригодность достаточно проста. Сначала мы проверяем существование пересечения биссектрисы 
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 угла при V с прямой, содержащей это ребро (
[image: image226.wmf]i

l

). Если пересечения нет –ребро отбрасываем. Если оно есть, то находим положение точки пересечения (
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) как пересечение между 
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 и взвешенной биссектрисой угла между прямой, содержащей одно из ребер (любое, так как верна лемма, доказанная выше), инцидентных V, и 
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. Последняя проверка состоит в том, что 
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 должно лежать внутри части плоскости, ограниченной 
[image: image231.wmf]i
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 и взвешенными биссектрисами внутренних углов при вершинах, инцидентных этому ребру.
Теперь, когда мы берем из очереди событие разделения, нам нужно корректно обновить МСАВ, а именно, разделить САВ на части, соответственно нашей точке пересечения и её “противолежащему” ребру.

Выглядит это так:

Пусть X и Y, соответственно правый и левый конец “противолежащего” ребра, M – вершина перед V (невыпуклой), N – после V. То есть САВ, соответствующий текущему многоугольнику фронта, выглядит так:
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После события разделения, соответствующего вершине V, наш САВ разделится на два:
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, где 
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 и 
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 - копии точки пересечения B.

Старый САВ удаляем, новые добавляем.

Стоит рассмотреть отдельный случай события разделения, когда “противолежащее” ребро может разделиться несколько раз (рис 11).

[image: image237.png]



(рис 11. Специальный случай разделения ребра)

Чтобы корректно обработать такие случаи, при событии разделения вновь созданные вершины 
[image: image238.wmf]2
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X

 будут ссылаться на одно и то же ребро YZ (рис 11). При втором разделении (вершина B на рисунке), мы просмотрим САВ, содержащий V, породившую это событие, и найдем вершину, ссылающуюся на “противолежащее” ребро – YZ. (Здесь это будет 
[image: image239.wmf]2

X

). Таким образом, мы правильно разделим этот САВ.
Стоит также отметить, что при появлении в фронте новой невыпуклой вершины, при поиске “противолежащего” ребра, нам достаточно проверять на “пригодность” только исходные ребра (так как любая дуга скелета является частью биссектрисы двух ребер исходного многоугольника).
Алгоритм вычисления взвешенного скелета для простого многоугольника.

Вход: список вершин исходного многоугольника.

Выход: список дуг взвешенного скелета этого многоугольника.

1. Инициализация

1.1. Создать САВ, добавить его в МСАВ, как в выпуклом случае.

1.2. Вычислить взвешенные биссектрисы углов при вершинах.

1.3. Найти пересечения биссектрис с соседними, как в выпуклом случае; для невыпуклых вершин также найти пересечения, соответствующие “противолежащим” ребрам. Ближайшее (в смысле, до вершины) из них сохранить в очереди с приоритетом по взвешенному расстоянию до ребра между вершинами, биссектрисы которых – участники пересечения; если же ближайшим оказалось пересечение, соответствующее “противолежащему” ребру, то берется взвешенное расстояние до этого ребра. 
2. While Q непуста do:

2.1. Взять очередное событие 
[image: image240.wmf]I

 из Q. Если это событие ребра, то следующие шаги делать как в выпуклом случае. Иначе - переход на 2.2.
2.2. Если точка пересечения указывает на обработанную вершину V (невыпуклую вершину, породившую это пересечение), то продолжить цикл.

2.3. Делать то же самое, что в 2.4. в невыпуклом случае.
2.4. Добавить в список ребер 
[image: image241.wmf]VI

 .

2.5. Обновить структуру данных:
· Пометить V как обработанную.

· Создать две вершины 
[image: image242.wmf]1
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 и 
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 с координатами 
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.

· Найти “противолежащее” ребро для 
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.

· Разделить САВ как описано выше.
· Связать 
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 и 
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 с соответствующими ребрами.
2.6. Для 
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 и 
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:
· Вычислить их биссектрисы.

· Найти точки пересечения биссектрис, как в 1.3. (заметим, что здесь нужно вычислять пересечения не только с соседними взвешенными биссектрисами, так как в фронт могут добавиться новые невыпуклые вершины).

· Добавить ближайшее пересечение в очередь.

Как видно, основная сложность – это поиск точки пересечения для невыпуклой вершины/узла, соответствующей “противолежащему” ребру. Здесь нам приходится пробегать по всем ребрам многоугольника. Поэтому общая временная сложность алгоритма такова: 
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 - число вершин многоугольника, среди которых 
[image: image252.wmf]m

 невыпуклых. 
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 - время обработки события разделения (с обновлением структуры МСАВ).
Детали реализации:

Реализация содержит 4 модуля, написанные на языке C#, под платформу .Net 2.0:

1. Модуль SLAV. Содержит классы для работы со структурами данных САВ и МСАВ, а также различные вспомогательные функции.

2. Модуль Algorithms. Содержит реализацию алгоритмов вычисления взвешенного скелета для выпуклого и простого многоугольника.

3. Модуль WeightedSkeleton. Содержит классы, описывающие структуру скелета (дуги, вершины, регионы), метод построения этой структуры из списка дуг, полученных на выходе из модуля Algorithms, а также класс, позволяющий триангулировать регионы.

4. Модуль WeightedRoof. Позволяет отобразить взвешенную крышу, многоугольника, на основе триангуляции из модуля  WeightedSkeleton. Использует для отображения классы Microsoft.DirectX и Microsoft.DirectX.Direct3D.
Интерфейс выполнен на основе форм Windows Forms. Приложение позволяет рисовать многоугольник (а также сохранять его в файл и загружать из файла), назначать ему веса, строить его взвешенный скелет и отображать на основе построенного скелета взвешенную крышу.
3.2 Модификация первого алгоритма Эппштейна и Эриксона
Более быстрый алгоритм вычисления прямолинейного скелета был дан Эппштейном и Эриксоном [14]. Он, как и предыдущий алгоритм, симулирует последовательность событий, которые формируют скелет, в процессе распространения линейного фронта. Модификация его для вычисления взвешенного скелета возможна и не потребует радикальных изменений шагов алгоритма.
 Рассмотрим процесс распространения линейного фронта как процесс построения крыши в трехмерном пространстве, с осью z - временем. Каждое ребро исходного многоугольника определяет треугольник (возможно неограниченный) в трехмерном пространстве, два ребра которого формируются в начале пути движения взвешенных биссектрис при вершинах, инцидентных этому ребру. Аналогично, каждая невыпуклая вершина определяет луч в трехмерном пространстве. Таким образом, событие ребра происходит при достижении верхней вершины треугольника (пересечения взвешенных биссектрис при вершинах, инцидентных этому ребру), а событие разделения или событие вершины происходит, когда луч пересекает какой-либо треугольник.
Мы сохраняем исходные треугольники и лучи в структуре данных, которая позволяет отслеживать самое раннее событие каждого типа. При любом событии нам понадобится константное число операций удаления и вставки. Так, при событии ребра мы удаляем три треугольника (один - исчезающего ребра и два - его соседей), и, возможно, удаляем один или два луча (если вершины исчезающего ребра невыпуклые); вставляем два треугольника (определенные новыми ребрами-соседями), и, возможно, один луч (если событие ребра породило невыпуклую вершину во фронте). При событии разделения мы удаляем луч, три треугольника (один - разделяемого ребра и два - его двух соседей) и вставляем четыре треугольника (соответствующих двум парам новых смежных ребер разделенного ребра). При вершинном событии с участием k невыпуклых вершин, мы удаляем 2k треугольников и k лучей, и вставляем 2k треугольников, и, возможно, один луч. Таким образом, для обработки всей последовательности событий мы затратим 
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События ребра мы организуем при помощи очереди с приоритетом, в которой они будут отсортированы по значению высоты 
[image: image255.wmf]z

. Управление ею займет в общей сложности 
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Для определения следующего события разделения или вершины, мы будем использовать структуру данных, которая позволяет эффективно поддерживать самое первое (с наименьшей 
[image: image257.wmf]z

-координатой) пересечение множества лучей и множества треугольников [14,19]. В итоге, Эппштейн и Эриксон доказали теорему о том, что используя эту структуру, на инициализацию и выполнение 
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 вставок и удалений, мы затратим 
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) времени; это же время будет итоговым, то есть, время вычисления взвешенного скелета с помощью алгоритма Эппштейна и Эриксона равно 
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 - число вершин исходного многоугольника.
В заключение еще раз подчеркнем, что, так как мы рассматриваем только невырожденные многоугольники, то вершинные события исключены.
3.3 Второй алгоритм Эппштейна и Эриксона
Второй алгоритм Эппштейна и Эриксона [14], к сожалению, нельзя адаптировать для вычисления взвешенных скелетов. Рассмотрим его в общих чертах, и покажем, почему этого нельзя сделать.

Для произвольного многоугольника 
[image: image262.wmf]P

 в плоскости xy определим два семейства плит в трехмерном пространстве. Каждая плита (slab) – это полубесконечная полоса, ограниченная с двух сторон параллельными лучами, выходящими из плоскости xy под углом 
[image: image263.wmf]°
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 и перпендикулярными некоторому ребру многоугольника. Каждое ребро 
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 многоугольника 
[image: image265.wmf]P

 определяет реберную плиту (edge slab), ограниченное снизу 
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, а по сторонам лучами, перпендикулярными ему. Каждая невыпуклая вершина 
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 определяет две невыпуклых плиты (reflex slab), ограниченных снизу ребром крыши, инцидентным 
[image: image268.wmf]v

, и ограниченных по сторонам лучами, перпендикулярными и 
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Эппштейн и Эриксон доказали следующую лемму:

Лемма: [14] прямолинейный скелет многоугольника – это пересечение многоугольника и вертикальной проекции нижней огибающей его реберных плит и невыпуклых плит.
Разобьем все события разделения на две группы: разделение ребра (edge split) и невыпуклое разделение (reflex split), в зависимости от того, какой плиты достигает луч (см 2.3.2). Все реберные плиты мы поместим в структуру данных, которая позволяет эффективно поддерживать нижнее пересечение между набором лучей и плит. (аналогичная структуре из 2.3.2), и для каждого луча найдем первую реберную плиту, которую он пересекает. Это можно сделать за 
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 [14]. У нас получится множество событий разделения ребра, отсортированных в хронологическом порядке. Чтобы находить следующее событие невыпуклого разделения, мы используем структуру данных, содержащую 
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 лучей и 
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 невыпуклых плит, определенных невыпуклыми вершинами. Мы можем находить следующее событие невыпуклого разделения за 
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 на одно событие, то есть всего за 
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 событий [14]. Таким образом общее время построения скелета для многоугольника с 
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 вершинами, 
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 из которых невыпуклые, останется 
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Для взвешенного случая описанный алгоритм не подходит, так как крыша для взвешенного многоугольника не всегда является нижней огибающей его плит (рис 12).
Остается добавить, что алгоритм Ченга и Виньерона также не может быть обобщен на случай взвешенного скелета, так как в его основе лежит лемма, сходная с леммой Эппштейна и Эриксона (вместо невыпуклых плит в ней используются другие, но для контрпримера (рис 12) это не важно).
[image: image280.png]



(рис 12. При достаточно большом весе самого левого ребра, реберная плита, соответствующая ему, ”отъедает” часть крыши у других ребер, то есть крыша, в данном случае, не является нижней огибающей плит многоугольника, и лемма не выполняется).
4. Применение: моделирование городов и взвешенный скелет

Моделирование городов – актуальная и востребованная в настоящее время задача. Во многих областях разрабатываются приложения моделирования городов, например, в областях туризма и маркетинга, архитектуры и планирования городов, различных статистических исследованиях (например, распространение шума или уровня загрязненности города), а также в навигационных системах. 
Данные, полученные с помощью фотограмметрии, не дадут нам ясного представления о трехмерной модели зданий города, а моделировать вручную здания целого города слишком трудоемкий процесс, поэтому были разработаны автоматические [20,21] и полуавтоматические [22,23] системы реконструкции зданий. Отметим, что наилучшие результаты дают полуавтоматические методы, которые подразумевают ответную реакцию пользователя (оператора).
Не вдаваясь в детали получения контуров зданий из снимков, остановимся на восстановлении зданий по их контурам. 
Ясно, что, имея контур здания (аэросъемку), мы почти всегда можем восстановить его стены – обычно, они вертикальны. Главной проблемой остается восстановление крыши здания.

Рассмотрим возможные классы моделей зданий (рис 13).
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(рис 13. Классификация моделей зданий.(a) – параметрический; (b) – сложно-параметрический; (c) – призматический; (d) – полиэдральный; (e) – линейчатый (ruled); (f) – свободной формы)
Класс крыш, которые можно определить при помощи обычного прямолинейного скелета, лежит между параметрическим и полиэдральным (a-d). Если все углы наклонов граней крыши будут нулевыми, то можно обработать призматический тип зданий. Крыши вида как на рис 13 (а) слева, мы получим за счет выбора наклона соответствующих граней в 
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 (как вырожденный особый случай крыши для скелета). В настоящее время, системы реконструкции зданий  используют классический прямолинейный скелет для реконструкции крыш [24]. Но с помощью прямолинейного скелета нельзя получить крыши с разным наклоном скатов в общем случае.
Поэтому мы предлагаем использовать взвешенный скелет для полуавтоматического восстановления крыш зданий. Очевидно, что он покрывает все те случаи, что и классический скелет (a-d). Крыши вида (a), (b), (d) получаются путем присвоения ребрам контура здания соответствующих весов: “вертикальным стенам” – ноль, стенам, которые дают определенный скат – соответствующий вес. (c) обрабатывается так же, как и в случае прямолинейного скелета – с помощью вырожденной крыши (когда углы наклонов скатов крыши равны нулю). Однако теперь мы можем строить крыши с разным наклоном скатов, если в реконструируемых зданиях таковые окажутся, используя знания о предполагаемых наклонах.
Естественно, применение взвешенных крыш не ограничивается моделированием реальных городом по данным аэросъемки. С их помощью можно генерировать виртуальные города, которые могут использоваться в 3D играх или симуляторах. Тут все наклоны уже могут определяться на вкус дизайнера, или даже генерироваться автоматически в соответствии с заданным алгоритмом.
Выводы
В настоящей работе были рассмотрены свойства взвешенного скелета для простого многоугольника; введено понятие взвешенной крыши для простого многоугольника, а также рассмотрены некоторые её свойства. Проанализирована возможность адаптации известных алгоритмов для построения классического скелета применимо к взвешенному случаю. Один из алгоритмов (адаптированный алгоритм Фелкеля) реализован. В заключение, рассмотрена одна из возможностей применения полученных результатов на практике – это проблема полуавтоматической реконструкции зданий.
Дальнейшие исследования в этой области могут проводиться в нескольких направлениях:

· Исследование свойств и алгоритмов построения взвешенного скелета для многоугольников с дырками и плоских прямолинейных графов.

· Разработка более эффективных алгоритмов построения взвешенного скелета.

· Исследование применения взвешенных скелетов и крыш. Например, возможность построения прямолинейных скелетов для многогранников в трехмерном пространстве.
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