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1 Ââåäåíèå

Ðàáîòà, êîòîðîé ìû çàíèìàåìñÿ óæå âòîðîé ñåìåñòð, ïîñâÿùåíà òàê íà-
çûâàåìîé ïðîáëåìå îòñëåæèâàíèÿ ðåøåíèé � ïðîâåðêå óñëîâèé, ïðè âû-
ïîëíåíèè êîòîðûõ ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò íàéäåííîãî íå
áîëåå, ÷åì íà çàäàííóþ êîíñòàíòó.

Ïðåäîñòàâëÿåò ïîäîáíûå óñëîâèÿ òàê íàçûâàåìàÿ òåîðèÿ çàòåíåíèÿ
(shadowing) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòà îáëàñòü òîëüêî íà÷àëà àêòèâíîå
ðàçâèòèå, ïåðâûå ðàáîòû ïîÿâèëèñü â 90-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà. Îáçîð
îñíîâíûõ ìàòåðèàëîâ ïî òåìå ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [1]. Â íåé æå ïðèâî-
äÿòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû ïðîâåðÿåì. ×ë.-êîð. ÐÀÍ
Â. À. Ïëèññ ñôîðìóëèðîâàë èõ åùå â 2002 ãîäó, íî ñ òåõ ïîð ïîëíîöåííàÿ
ïðîãðàììíàÿ ïðîâåðêà òàê è íå ïîÿâèëàñü.

Îäíàêî, ïîÿâèëîñü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå. Â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè [2] íàø íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Â. À. Âàñèëüåâ, îñëàáèë ýòè
óñëîâèÿ è íàïèñàë ïåðâóþ ðåàëèçàöèþ íà MATLAB äëÿ ñèñòåì òðåõ
óðàâíåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò âàæåí ñ èññëåäîâàòåëüñêîé òî÷êè çðåíèÿ �
ïîêàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü äàííîãî ïîäõîäà. Åñëè, íàïðèìåð,
â ïåðâîé ðàáîòå ãîâîðèòñÿ î íåîáõîäèìîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäåëåí-
íûõ çíà÷åíèé, òî âî âòîðîé óæå ïðåäëàãàåòñÿ, êàê èõ ëó÷øå âûáèðàòü.
Íî îêîí÷àòåëüíîé âåðñèåé ïðîãðàììó íà MATLAB íàçâàòü òîæå íåëü-
çÿ. Âî-ïåðâûõ, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ñèñòåìû ñîñòîÿò èç ãîðàçäî áîëüøåãî
÷èñëà óðàâíåíèé (äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ). Âî-âòîðûõ, íà äëèííûõ ïðî-
ìåæóòêàõ ñóùåñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàáîòàåò äîëüøå, ÷åì õîòåëîñü áû.

Òàêèì îáðàçîì, äîëãîâðåìåííîé öåëüþ ïðîåêòà ÿàëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ
àëãîðèòìà ÷èñëåííîé âåðèôèêàöèè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, îñíîâûâàþùåãîñÿ íà ñóùåñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ íàðàáîò-
êàõ. Ïðè ýòîì íà òåêóùèé ñåìåñòð áûëà âûíåñåíà çàäà÷à ñîçäàíèÿ íåçà-
âèñèìîãî îêðóæåíèÿ, â êîòîðîì áûëî áû óäîáíî ðàáîòàòü â ïðåäìåòíîé
îáëàñòè îñíîâíîé çàäà÷è. ×àñòü îêðóæåíèÿ, êîòîðàÿ òðåáîâàëàñü îò ìå-
íÿ:

• Ïðåäîñòàâëåíèå âûñîêîóðîâíåâîé ðàáîòû ñ ìàòðè÷íûìè âû÷èñëå-
íèÿìè;

• Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ.
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2 Èñïîëüçóåìûå òåõíîëîãèè

Åùå â ïðîøëîì ñåìåñòðå íà ýòàïå ïëàíèðîâàíèÿ ñ ó÷àñòèåì íàó÷íîãî ðó-
êîâîäèòåëÿ áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îïòèìèçèðîâàòü ñèñòåìó ïîñðåäñòâîì
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà GPU1. Òîãäà æå ìû âûáèðàëè, êàêóþ òåõíîëîãèþ
áóäåì èñïîëüçîâàòü, è îñòàíîâèëèñü íà NVIDIA CUDA[3]. Äëÿ áîëüøèõ
ñèñòåì ñàìîé òðóäîåìêîé ÷àñòüþ âû÷èñëåíèé ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíàÿ àë-
ãåáðà, è NVIDIA ïðåäîñòàâëÿåò cuBLAS[4], ñâîþ ðåàëèçàöèþ èíòåðôåéñà
BLAS[5], ÿâëÿþùåãîñÿ ñòàíäàðòîì äå-ôàêòî â äàííîé îáëàñòè.

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ìû ñòîëêíóëèñü åùå òîãäà, ñîñòîèò â
òîì, ÷òî êðîìå îñíîâíûõ îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû, íå óäàåòñÿ íàéòè
îòêðûòûõ ðåàëèçàöèé íóæíûõ íàì ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ. Îò ãîòîâî-
ãî ðåøåíèÿ íàì íóæíà áûëà ïðåæäå âñåãî óäîáíàÿ ïîääåðæêà îïåðàöèé
ëèíåéíîé àëãåáðû: ìàòðè÷íûå îïåðàöèè, íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë,
ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì. Íà ïåðâûé âçãëÿä, åñòü ìíîãî êðóïíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ áèáëèîòåê, íà ñëîâàõ ïîääåðæèâàþùèõ îïòèìèçàöèþ íà
CUDA.

Íàïðèìåð, Armadillo[6], êîòîðóþ ìû îïðîáîâàëè â ïðîøëîì ñåìåñò-
ðå. Åå óäàåòñÿ ñîáðàòü ïîä linux, íî òåõíîëîãèè NVIDIA ãîðàçäî ëó÷øå
ïðèñïîñîáëåíû ê ðàáîòå ïîä Windows, åñòü èíòåãðàöèÿ ñ Visual Studio è
ïðèåìëåìîå îêðóæåíèå. À âîò Armadillo ïîä Windows óæå ñîáèðàåòñÿ ñ
áîëüøèìè îãðàíè÷åíèÿìè, êîíôèãóðèðóåìîñòü â ýòîì ñëó÷àå ñîâåðøåí-
íî íå çàäîêóìåíòèðîâàíà, î ïîäñòàíîâêå íóæíîé ðåàëèçàöèè BLAS ðå÷è
íå èäåò.

Íàøèì âòîðûì âàðèàíòîì áûëà áèáëèîòåêà Eigen[8]. Âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàòü CUDA åñòü, íî îïÿòü ñ îãðàíè÷åíèÿìè, â òîì ÷èñëå áåç
ïîääåðæêè Visual Studio[7]. Êðîìå òîãî, ýòà áèáëèîòåêà íå áûëà íàïèñà-
íà ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ðàáîòû íà GPU, ïîýòîìó, äàæå åñëè ïîäêëþ÷èòü
cuBLAS, äëÿ êàæäîé ìàòðè÷íîé îïåðàöèè áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ êîïèðî-
âàíèå ñ õîñòà (îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü ïðîöåññîðà) íà äåâàéñ (âíóòðåííÿÿ
ïàìÿòü âèäåîêàðòû), ÷òî îáåñöåíèâàåò òàêîé ïîäõîä.

Èç êðóïíûõ áèáëèîòåê, ñïåöèàëüíî ñîçäàííûõ äëÿ ðàáîòû ñ CUDA,
ìû òàêæå ðàññìàòðèâàëè ArrayFire[9], íî îíà îêàçàëàñü îãðîìíîé, ïðî-
ïðèåòàðíîé, ðàññ÷èòàíîé íà çàäà÷è êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ. Ïîýòîìó âêëþ-
÷àòü åå â ïðîåêò ðàäè ïàðû ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ íåöåëåñîîáðàçíî.

Â èòîãå, ïîñëå íåñêîëüêèõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê, áûëî ïðèíÿòî ðå-
øåíèå ïèñàòü ñîáñòâåííóþ îáåðòêó íàä íèçêîóðîâíåâûì èíòåðôåéñîì
cuBLAS.

1GPU � graphical processing unit, òåõíîëîãèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ãðàôè÷åñêèõ ïðî-

öåññîðîâ, ïîçâîëÿþùàÿ ìàññèâíî ðàñïàðàëëåëèâàòü âûïîëíåíèå îäíîòèïíûõ çàäà÷
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3 Íåîáõîäèìîå îêðóæåíèå

Òåïåðü, ðàç ìû îòêàçàëèñü îò èñïîëüçîâàíèÿ ãîòîâûõ áèáëèîòåê, íóæíî
áûëî ñàìèì ðåàëèçîâàòü îêðóæåíèå è ðÿä ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

3.1 Ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ

Áàçîâûé íàáîð äëÿ ðàáîòû ñ CUDA, ïðåäîñòàâëÿåìûé NVIDIA, âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ äâå áèáëèîòåêè, êîòîðûå ëåãëè â îñíîâó íàøåé ðàáîòû: cuBLAS
è cuSOLVER [10]. Îíè ýôôåêòèâíî ðåàëèçóþò â ñåáå ìíîæåñòâî áàçîâûõ
îïåðàöèé, òàêèõ êàê ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, LU-äåêîìïîçèöèÿ, ðåøåíèå
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðîáëåìà áåçîá¼ðòî÷íîãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â ãèãàíòñêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðàáîòàõ. Ê ïðèìåðó: ôóíê-
öèÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö òðåáóåò 14 ïàðàìåòðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
íóæíî õðàíèòü íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè, ïåðåäàâàòü â ðàçëè÷íûå
ôóíêöèè, âûäåëÿòü è îñâîáîæäàòü ïàìÿòü äëÿ íèõ âðó÷íóþ. Òàêæå íåîá-
õîäèìî âûïîëíÿòü íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû òèïà "ïîä-
ñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîé ðàáî÷åé ïàìÿòè êîòîðóþ òîæå íàäî ïðåäîñòàâëÿòü
ôóíêöèÿì. Åù¼ åñòü àëãîðèòìû, êîòîðûå ðàçäåëåíû íà ÷àñòè (âû÷èñ-
ëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíóþ äåêîìïîçèöèþ, êî-
òîðàÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé). Âñ¼
ýòî âåä¼ò ê ñèëüíîìó ðàçðàñòàíèþ êîäà è óñëîæíåíèþ íàïèñàíèÿ ñàìèõ
àëãîðèòìîâ, êîòîðûå òðåáóþò ýòèõ ìàòðè÷íûõ âû÷èñëåíèé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, áûëî ðåàëèçîâàíî òðè êëàññà ìàòðèö, ñ îäíîé ñòîðî-
íû ïîëíîñòüþ ñêðûâàþùèå âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå äåéñòâèÿ, ñ äðóãîé
ñòîðîíû ñîõðàíÿþùèõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîñòü, à òàêæå ãèáêîñòü èñ-
õîäíûõ ôóíêöèé cuBLAS è cuSOLVER (àâòîìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ ëå-
íèâûå âû÷èñëåíèÿ è êýøèðîâàíèå, íî ïðîãðàììèñò ñàì äîëæåí óêàçàòü,
êîãäà ïåðåíåñòè äàííûå ìàòðèöû ñ õîñòà íà äåâàéñ è íàîáîðîò).

Ïåðâûé êëàññ ðåàëèçóåò â ñåáå âñå íåîáõîäèìûå íàì ìåòîäû è ñâîé-
ñòâà, ïðèñóùèå âñåì ìàòðèöàì: ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå íà ñêà-
ëÿð, äîñòóï ê ýëåìåíòó ìàòðèöû è äðóãèå. Îñòàâøèåñÿ äâà êëàññà íàñëå-
äóþòñÿ îò ïåðâîãî, ðàñøèðÿÿ âîçìîæíîñòè äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà ìàò-
ðèö: âåêòîðà èëè ìàòðèöû ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ïåðâûé èç íèõ âíîñèò
òàêèå âîçìîæíîñòè êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåäàííîé ìàòðèöåé. Âòîðîé æå ìîæåò, íàïðèìåð,
íàõîäèòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðà, ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó, ðåøàòü
ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è âîçâðàùàòü âñåâîçìîæíûå íîðìû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìàòðèö.
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3.2 Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîé ïðîáëåìû, íî âñå îíè ïðèìåíè-
ìû òîëüêî äëÿ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñèììåòðè÷íûå, òð¼õäèàãî-
íàëüíûå, ýðìèòîâû è ò.ä.). Íàì æå íóæíî áûëî íàõîäèòü îäíîâðåìåííî
âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è èõ âåêòîðû äëÿ ìàòðèö îáùåãî âèäà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è càìûì ýôôåêòèâíûì (è ÷óòü ëè íå åäèíñòâåííûì) ÿâëÿ-
åòñÿ QR-àëãîðèòì [11], êîòîðûé, ïðàâäà, ïðèìåíèì äëÿ âåðõíåé ìàòðè-
öû Õåññåíáåðãà. Òàêîé âèä ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ìàòðèöû, è àëãîðèòì
ïðèâåäåíèÿ ê íåìó òàêæå íàìè ðåàëèçîâàí. Âñå ñòàòüè, îïèñûâàþùèå
QR-àëãîðèòì, òàê èëè èíà÷å ññûëàþòñÿ íà ïîñîáèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
áëåì ëèíåéíîé àëãåáðû íà Àëãîë60 [13], íà îñíîâå àëãîðèòìîâ êîòîðîãî
áàçèðóþòñÿ áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ðåøåíèé, è íàøå ðåøåíèå íå ñòà-
ëî èñêëþ÷åíèåì. Ïîìèìî ïðî÷åãî, íàøà ðåàëèçàöèÿ ïèñàëàñü ñ ó÷¼òîì
ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè íà Fortran â EISPACK [14], êîòîðûé áûë ñïå-
öèàëüíî ðàçðàáîòàí äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè, è òàêæå áàçèðîâàëñÿ íà âñ¼ òîì æå ïîñîáèè. Â èòîãå óäàëîñü
ïîâûñèòü òî÷íîñòü äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö äî íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ.

Ê ïðèìåðó: 
2 −3 2 −1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû - äâå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå ïàðû,
âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ ðàâíû 0.5
Àëãîðèòì, ïðèâåä¼ííûé â ïîñîáèè âûäàâàë 0.4999990842 è 0.500000991538
Ðåçóëüòàòû Matlab [15]: 0.500000001735324 è 0.499999998264674
Íàøà òåêóùàÿ âåðñèÿ âîçâðàùàåò 0.500000000089865 è 0.4999999999101347,
÷òî íà 4 ïîðÿäêà òî÷íåå èñõîäíîé âåðñèè è íà 2 ïîðÿäêà òî÷íåå ðåçóëü-
òàòîâ matlab.

Ñðàâíåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà ñ ôóíêöèåé matlab

Áûëî ñãåíåðèðîâàíî ïî òûñÿ÷å òåñòîâ äëÿ êàæäîãî èç ïîðÿäêîâ ìàò-
ðèö (10, 50, 100, 500) ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó: ñíà÷àëà ñîçäà¼òñÿ ìàò-
ðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ëèáî âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå
÷èñëà, ëèáî áëîêè 2õ2 êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ 100. Çàòåì ïîëó÷èâøàÿñÿ
ìàòðèöà ñîïðÿãàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåùåñòâåííîé. Òàêèì îáðàçîì ñòàíîâÿò-
ñÿ èçâåñòíûìè òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ñ êîòîðûìè è ïðî-
èçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå.

6



Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â matlab èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ
eig.

Áûëè èçìåðåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
a) ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ìîäóëåé ïîãðåøíîñòåé
b) ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû (â ñåêóíäàõ)
c) ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âðåìåíè ðàáîòû (â ñåêóíäàõ)

Matlab
ïîðÿäîê a b c

10 3.339723e-11 3.720338e-05 1.016465e-06
50 3.215125e-09 1.437581e-03 4.753575e-05
100 1.127971e-08 5.794034e-03 1.115444e-04
500 5.602750e-05 1.920054e-01 2.760415e-04

Íàø àëãîðèòì
ïîðÿäîê a b c

10 2.986188e-11 6.305154e-05 1.157387e-05
50 1.474388e-09 7.678510e-04 4.785714e-06
100 7.301919e-09 4.789964e-03 1.524413e-05
500 7.099496e-07 5.703809e-01 3.848371e-04

3.3 Ïðî÷åå

Êðîìå âñåãî âûøåïåðå÷èñëåííîãî, íåîáõîäèìîå îêðóæåíèå òðåáóåò åùå
ìíîãî ìåëêîé ðàáîòû, â òîì ÷èñëå:

• Óãëû ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Àëãîðèòì ïîèñêà óãëîâ ìåæäó
ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â Rn, îñíîâûâàþùèéñÿ íà âû÷èñ-
ëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà

• Òàéìåð. Íåîæèäàííî, ñ íèì îêàçàëèñü ïðîáëåìû: ñòàíäàðòíûé òàé-
ìåð Ñ++ çàìåðÿåò òîëüêî âåðìÿ ðàáîòû ïðîöåññîðà, ñòàíäàðòíûé
èç CUDA � âèäåîêàðòû è, èíîãäà, ïðîöåññîðà òîæå. Ïðèøëîñü íåñêîëü-
êî ðàç ïåðåäåëûâàòü ñèñòåìó çàìåðîâ äî ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ
ðåçóëüòàòîâ

3.4 Îïòèìèçàöèÿ

Íàïèñàí ñîáñòâåííûé àëãîðèòì âûäåëåíèðÿ ïàìÿòè, îñíîâûâàþùèéñÿ
íà ïóëàõ, ðàñøèðÿþùèõñÿ â äâà ðàçà â ñëó÷àå íåõâàòêè. Èíòåðåñíî, ÷òî
âíåäðåíèå ïóëîâ ïðîøëî áåçáîëåçíåííî, òàê êàê ó íàñ óæå áûëè ñîá-
ñòâåííûå óìíûå óêàçàòåëè, ïîýòîìó ñàìè ìàòðè÷íûå êëàññû îêàçàëèñü
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âîîáùå íåçàòðîíóòûìè. Ýòè îïòèìèçàöèè â ñîâîêóïíîñòè ñ îñòàëüíûìè
ïîçâîëèëè ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàáîòû äèñêðåòèçàöèè â 2.5-3 ðàçà.

4 Ðåçóëüòàòû

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû â òå÷åíèå ñåìåñòðà íàìè áûëî ñîçäàíî âñå íåîá-
õîäèìîå îêðóæåíèå äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà îòñëåæèâàíèÿ ðåøåíèé
ëèíåéíûõ ñèñòåì 3x3. Äëÿ òðåáîâàâøèõñÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîèçâå-
äåíî èññëåäîâàíèå ïðåäìåòíîé îáëàñòè, íàïèñàíû è ïðîòåñòèðîâàíû ñîá-
ñòâåííûå âåðñèè. Ïðîèçâåäåíà îïòèìèçàöèÿ óçêèõ ìåñò ñèñòåìû.
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