
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò

Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò
Êàôåäðà ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêè è

ïñåâäî-òðåóãîëüíèêè ñ ïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ.

Êóðñîâàÿ ðàáîòà ñòóäåíòà 445 ãðóïïû
Êîïåëèîâè÷à Ñåðãåÿ Âëàäèìèðîâè÷à

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Ê.Â. Âÿòêèíà

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2010



Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå 2

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, òåðìèíîëîãèÿ 2

3 Ðåçóëüòàòû 4

4 Çâåçäíûå òðåóãîëüíèêè 5
4.1 Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
4.2 Àëãîðèòì ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà çà [O(n2), O(n2)] . . . . . . . 6
4.3 Îöåíêà max-êîëè÷åñòâà ñâåðõó è ñíèçó . . . . . . . . . . . . 6

5 Ïñåâäî-òðåóãîëüíèêè 7
5.1 Îöåíêà max-êîëè÷åñòâà ñâåðõó è ñíèçó.

Àëãîðèòì çà O(n4). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
5.2 Êîëè÷åñòâà ïñåâäî-4 çà [O(n2), O(n)]. . . . . . . . . . . . . 9
5.3 Êîëè÷åñòâî çâåçäíûõ 4 çà [O(n2), O(n)] . . . . . . . . . . . 12

6 Çâåçäíûå ïðÿìîóãîëüíèêè 13
6.1 Àëãîðèòì çà O(n2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
6.2 Îöåíêà max-êîëè÷åñòâà ñâåðõó è ñíèçó . . . . . . . . . . . . 13

7 Ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêè 13
7.1 Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
7.2 Îöåíêà ñâåðõó è ñíèçó íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî . . . . 15
7.3 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ çà [O(n6), O(n4)] . . . . . . . . . 16

8 Çàêëþ÷åíèå 18

1



1 Ââåäåíèå

Ïñåâäî-òðåóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ, èìåþùàÿ ðîâíî
òðè âåðøèíû âûïóêëû. Ïñåâäî-òðåóãîëüíèêè áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ñ âûïóêëûìè
(íàïðèìåð, ìíîãîóãîëüíûìè) íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðåïÿòñòâèÿìè [4, 2].
Î äðóãèõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ïñåâäî-òðåóãîëüíèêè ìîæíî
ïðî÷èòàòü â [4, 2].

Èçó÷åíèå ïñåâäî-òðåãóîëüíèêîâ è èõ îáîáùåíèÿ � ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ
è ïñåâäî-÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ìîæåò äàòü áîëåå ÷åòêîå ïîíèìàíèå òîãî,
êàê ýòè îáúåêòû óòðîåíû è, êàê ñëåäñòâèå, âîçìîæíîñòü áîëåå ýôôåêòèâíî
ðåøàòü çàäà÷è ïðåäñòàâëåííûå â [4, 2].

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, òåðìèíîëîãèÿ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé èç [5]
è [3]. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ïñåâäî-òðåóãîëüíèê (pseudo-
triangle), ïóñòîé ïñåâäî-òðåóãîëüíèê (empty pseudo-triangle), çâåçäíûé
ïñåâäî-òðåóãîëüíèê (star-shaped pseudo-triangle). Â äëèííîì íàçâàíèè
çâåçäíûé ïñåâäî-òðåóãîëüíèê ñëîâî ïñåâäî ìû áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü.
Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì iff, êîòîðîå ñëåäóåò

÷èòàòü êàê �òîãäà è òîëüêî òîãäà�. Ñëîâî òðåóãîëüíèê ìû áóäåì ÷àñòî

çàìåíÿòü áîëåå êîðîòêèì �4�.

Íà ïëîñêîñòè åñòü òðåóãîëüíèê (ïðÿìîóãîëüíèê) è n òî÷åê âíóòðè íåãî.
Îïðåäåëåíèå ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêà è òðåóãîëüíèêà äàäèì ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ èçîáðàæåíèé:

Def: Ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê (òðåóãîëüíèê)
Ñèíèÿ ëîìàíàÿ íà êàðòèíêå (ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ èìåííî
ëîìàíàÿ, ò.å. äëÿ äàííîãî íàáîðà �ïðÿìîóãîëüíèê + n òî÷åê� ìîæíî
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ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ). Ëîìàíàÿ äîëæíà îáëàäàòü
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ïðîñòàÿ è çàìêíóòàÿ
2. Ñîäåðæèò âñå 4 (3) âåðøèíû èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (4), êîòîðûå

äåëÿò ëîìàíóþ íà 4 (3) ÷àñòè. ×àñòü ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû
A è B, áóäåì îáîçíà÷àòü A−B (äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû ñìåæíûõ
âåðøèí � àíàëîãè÷íî).

3. Êàæäàÿ èç 4-õ (3-õ) ÷àñòåé íåñòðîãî âîãíóòà âíóòðü ïðÿìîóãîëüíèêà
(4)

Åñëè òàê æå âûïîëíåíî ñâîéñòâî �Ìíîãîóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ëîìàíîé,
íå ñîäåðæèò òî÷åê �, ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê (òðåóãîëüíèê) íàçûâàåòñÿ
ïóñòûì.

Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó òî÷åê èíòåðåñíî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ (òðåóãîëüíèêîâ). Òàêæå âñå ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè
(òðåóãîëüíèêè) èíòåðåñíî ïîñòðîèòü.
Äàäèì îïðåäåëåíèå ÷àñòíîãî âèäà ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ (òðåóãîëüíèêîâ)
� çâåçäíûõ. Îïÿòü æå ïðèáåãíåì ê ïîìîùè èçîáðàæåíèé.

Def: Çâåçäíûé ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê (4)
×àñòíûé ñëó÷àé ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüëíèêà (4). Îò ïñåâäî-îòëè÷àåòñÿ íàëè÷èåì
öåíòðà � òî÷êè, ëåæàùèé ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, èç êîòîðîé
âèäíû âñå 4 (3) âåðøèíû èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (4).

Åùå îäèí êëàññ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå, � ïî çàäàííîìó
ìíîæåñòâó òî÷åê íàéòè êîëè÷åñòâî ïóñòûõ çâåçäíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
(òðåóãîëüíèêîâ) è èõ ïîñòðîèòü.
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3 Ðåçóëüòàòû

Ïðåäñòàâèì òåêóùèå ðåçóëüòàòû â âèäå òàáëèöû:
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Çâåçäíûé 3 O(n2) O(n2) O(n) n2/4 6n2 − 4
Ïðîèçâîëüíûé 3 O(n3) O(n2) O(n) (n

3
− 1)3 n3

Çâåçäíûé 4 O(n2) O(n2) O(n2) n2/4 12n2− 4
Ïðîèçâîëüíûé 4 O(n6) O(n6) O(n4) (n

6
− 1)6 n6/2

Íàèáîëåå çíà÷èìûå íîâûå ðåçóëüòàòû âûäåëåíû êðàñíûì.
Îöåíêè ñíèçó íà max êîëè÷åñòâî ãîâîðÿò î òîì, ÷òî âñå àëãîðèòìû
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíû.
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4 Çâåçäíûå òðåóãîëüíèêè

4.1 Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ

Ó íàñ åñòü 3 âåðøèíû òðåóãîëüíèêà è n òî÷åê âíóòðè. Âñå n + 3 òî÷êè
áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîëîæåíèþ öåíòðà îäíîçíà÷íî ìîæíî âîññòàíîâèòü âñå
3 ÷àñòè çâåçäíîãî ïñåâäî-4. Ïðè÷åì çà O(n) (ïî àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì
Ãðýõåìà (Graham)). ×òîáû ëîìàíàÿ îáëàäàëà âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè,
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû öåíòð íå ëåæàë íè íà êàêîé ïðÿìîé,
ñîäåðæàùåé õîòÿ áû 2 èç n + 3 îñîáûõ òî÷åê. Ðàññìîòðèì êîððåêòíóþ
çâåçäíóþ ëîìàíóþ è åå öåíòð. Öåíòð-òî÷êó ìîæíî çàìåíèòü íà öåíòð-
øàð ìàëåíüêîãî ðàäèóñà. Â øàðå íàéäåòñÿ íîâàÿ òî÷êà-öåíòð, îáëàäàþùàÿ
íóæíûì íàì ñâîéñòâîì.

Òåïåðü èçó÷èì ïîëîæåíèå öåíòðà.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû 4 ðàññìîòðèì
n ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ
âåðøèíó è n òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè.
Ïîëó÷åííûå 3n ïðÿìûõ ðàçáèâàþò
òðåóãîëüíèê íà ãðàíè. Öåíòð, î÷åâèäíî,
ëåæèò â êàêîé-òî èç íèõ. Ïðè÷åì,
ïîëüçóÿñü ðàññóæäåíèåì ñ öåíòðîì-
øàðîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñòðîãî
âíóòðè.
Îñòàëîñü óâèäåòü, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàòü
íå ñàì öåíòð, à òîëüêî ãðàíü, â êîòîðîé îí
ëåæèò, ëîìàíàÿ âñå ðàâíî âîññòàíîâèòñÿ
îäíîçíà÷íî.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ çâåçäíûõ
4 çà O(n3), èñïîëüçóþùèé O(n2) ïàìÿòè:

1. Ðàçáèòü òðåóãîëüíèê íà ãðàíè çà O(n2)
2. Äëÿ êàæäîãî èç O(n2) öåíòðîâ-ãðàíåé ïîñòðîèòü çà O(n) 3 ÷àñòè

ëîìàíîé.
3. Ïîëó÷èòü îò ïîñòðîåííûõ êîíñòðóêöèé hash-çíà÷åíèÿ 1 è çà O(n2)

îñòàâèòü òîëüêî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû.

1Çäåñü è äàëåå ìîæíî ïðèìåíèòü ëþáóþ hash-ôóíêöèþ íå ïîðîæäàþùóþ

êîëëèçèè, çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ n-çâåííîé ëîìàíîé ìîæíî âû÷èñëèòü çà O(n).
Òàêèå ñóùåñòâóþò, ñì. [1].
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4.2 Àëãîðèòì ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà çà [O(n2), O(n2)]

×òîáû âûøåîïèñàííûé àëãîðèòì óëó÷øèòü äî
O(n2), äîñòàòî÷íî âìåñòî òîãî, ÷òîáû êàæäûé
ðàç ëîìàíóþ ñòðîèòü ñíà÷àëà, ïîëó÷àòü åå èç
�ïðåäûäóùåé�.

Ïîäñ÷èòàåì ñïåðâà âñå O(n2) ëîìàíûõ ïåðâîãî
èç òðåõ òèïîâ (ò.å. ëîìàíûå, ñîåäèíÿþùèå
âåðøèíû A è B). Öåíòð ïîëó÷àåòñÿ êàê
ïåðåñå÷åíèå äâóõ ëó÷åé. Îäèí ëó÷
çàôèêñèðóåì. Âòîðîé áóäåì äâèãàòü. Ëîìàíàÿ
öåëèêîì ëåæèò â 4AOB, òî÷êà O äâèãàåòñÿ ïî
ëó÷ó (ñì. ðèñóíîê) òàê, ÷òî 4 ðàñøèðÿåòñÿ.

Åñëè â 4 ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà (íà êàðòèíêå
èçîáðàæåíà êðàñíûì), èç ëîìàíîé óäàëÿþòñÿ
íåñêîëüêî âåðøèí äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê B è
äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ. ×òîáû â ñóììå òàêèå
îïåðàöèè äåëàëèñü çà O(n), áóäåì õðàíèòü
ëîìàíóþ ñòåêîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîáàâëÿòü òî÷êè â ïðàâèëüíîì
ïîðÿäêå, íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî îòñîðòèðîâàòü
èõ îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç òðåõ âåðøèí
A, B, C çà âîåìÿ O(n log n).

Ïî õîäó ìîæíî ïåðåñ÷èòûâàòü hash-çíà÷åíèÿ ëîìàíûõ. Ñîîòâåòñòâåííî,
ìû íàó÷èëèñü çàO(n2) ïîëó÷àòü äëÿ êàæäîãî öåíòðà-ãðàíè hash-çíà÷åíèå
ëîìàíîé, ñâÿçûâàþùåé A è B. Ïî àíàëîãèè íàéäåì äâà äðóãèõ hash-à.
Òåïåðü ñ ïîìîùüþ hash-òàáëèöû çà O(n2) îñòàâèì òîëüêî ðàçëè÷íûå
çâåçäíûå4. Ìû ïîëó÷èëè êîëè÷åñòâî çâåçäíûõ òðåóãîëüíèêîâ è âîçìîæíîñòü
èõ âîññòàíîâèòü (äëÿ êàæäîé ëîìàíîé ìîæíî õðàíèòü êðîìå hash-à O(1)
èíôîðìàöèè � êàê îíà ïîëó÷èëàñü èç �ïðåäûäóùåé�). Èñïîëüçîâàëè ìû
O(n2) âðåìåíè è O(n2) ïàìÿòè.

4.3 Îöåíêà max-êîëè÷åñòâà ñâåðõó è ñíèçó

Òåîðåìà: ×èñëî çâåçäíûõ òðåóãîëüíèêîâ íå ïðåâîñõîäèò 6n2 − 4
Íàøè 3n ïðÿìûõ ïîðîæäàþò ïëàíàðíûé ãðàô. ×èñëî âåðøèí â ýòîì
ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò 3n2 (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè òî÷êè íàõîäÿòñÿ
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â îáùåì ïîëîæåíèè). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ýéëåðà v + f = e + 2
è íåðàâåíñòâî 3f 6 2e (f = faces, e = edges, v = vertices), ïîëó÷àåì, ÷òî
f 6 6n2 − 4.

Example: ×èñëî çâåçäíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü (n
2
)2

Åñòü äâå ãðóïïû
ïî n/2 òî÷åê.
Êàæäàÿ ïàðà òî÷åê
ïîðîæäàåò ëîìàíóþ
AC. Äëÿ êàæäîé AC
ñòðîèì BC è BA.

5 Ïñåâäî-òðåóãîëüíèêè

5.1 Îöåíêà max-êîëè÷åñòâà ñâåðõó è ñíèçó.

Àëãîðèòì çà O(n4).

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå, âî ìíîãîì ïîâòîðÿþò îïèñàííûå
ðàíåå â ðàáîòàõ [5] è [3].

Óòâåðæäåíèå 1: Ïñåâäî-4ABC ñîñòîèò èç òðåõ ëîìàíûõ, ñîåäèíÿþùèõ
A è B, B è C, C è A ñîîòâåòñòâåííî (ïîðÿäîê âåðøèí ïåðâàÿ-ïîñëåäíÿÿ
âàæåí). Åñëè â êàæäîé èç ýòèõ òðåõ ëîìàíûõ çàôèêñèðîâàòü ïåðâîå
çâåíî, ïñåâäî-4 âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.
ÄîêàæåìÓòâåðæäåíèå1. Äëÿ íà÷àëà ïîÿñíèì, îòêóäà òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
áåðåòñÿ:

Íàáîð òî÷åê (1) Ëó÷è (2) Îáëàñòè (3) Ëîìàíûå (4)

Êàê âèäíî íà 4-ì èçîáðàæåíèè, èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäÿò 2 ëó÷à. Èç
äâóõ ëó÷åé ìû ôèêñèðóåì ëåâûé. Çíàÿ ëó÷è (ðèñ.2), ïîëó÷àåì îáëàñòè, â
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êîòîðûõ äîëæíû ëåæàòü ëîìàíûå (ðèñ.3) è ñîáñòâåííî ëîìàíûå (ðèñ.4)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ïî 3-ì ëåâûì ëó÷àì ïîëó÷àþòñÿ íåêîððåêòíûå
ëîìàíûå:

Ïîÿñíåíèÿ ê ðèñóíêàì:

1. Òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ õîòèì ïðîâåñòè ëó÷, ëåæèò â çàïðåùåííîé
îáëàñòè.

2. Çàïðåùåííûé òðåóãîëüíèê íå ïóñò.
3. Íà ëó÷å äî ïåðâîé òî÷êè ëåæèò åùå îäíà.

Ñîáñòâåííî äîêàçàòåëüñòâî:

1. Ó ëþáîãî ïñåâäî-4 â êàæäîé èç 3-õ ëîìàíûõ åñòü ïåðâîå çâåíî.
Çàôèêñèðóåì åãî. Äîêàæåì Óòâåðæäåíèå 1.

2. Ðàññìîòðèì îäíó ëîìàíóþ. Åå ìîæíî çàìêíóòü, äîáàâèâ ðåáðî èñõîäíîãî
4. Ïîëó÷åííàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìíîãîóãîëüíèêà.
Âñå òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå è âíóòðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
ñîäåðæàòñÿ â ∩ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé (ñì. ðèñ. âûøå). Ýòó îáëàñòü
íàçîâåì äîïóñòèìîé äëÿ ëîìàíîé.

3. Äîïóñòèìûå îáëàñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ (ò.ê. â íàáîð èç 4-õ ïîëóïëîñêîñòåé,
îïðåäåëÿþùèé ýòè äâå îáëàñòè, îáÿçàòåëüíî âõîäÿò äâå ðàçëè÷íûå
ïîëóïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûå îäíîé ïðÿìîé).

4. Êàæäàÿ òî÷êà ëåæèò â îäíîé èç îáëàñòåé ⇒ äëÿ êàæäîé ëîìàíîé
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðîå ëîìàíàÿ ñîäåðæèò,
èëè îãèáàåò. Çíàÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ïîëó÷àåì ëîìàíóþ àëãîðèòìîì

Ãðýõåìà.

Óòâåðæäåíèå 2: Êîëè÷åñòâî ïñåâäî-4 = êîëè÷åñòâó òðîåê òî÷åê,
êîòîðûå íå ïîðîæäàþò íè îäíîé èç òðåõ ïðîèëëþñòðèðîâàííûõ âûøå
çàïðåùåííûõ ñèòóàöèé.
Ñëåäñòâèå: Ïîëó÷èëè àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé çà O(n4).
Àëãîðèòì:
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1. Ïåðåáèðàåì òðîéêè òî÷åê
2. Äëÿ êàæäîé çà O(n) ïðîâåðÿåì, ÷òî:

(a) 4 íå ëåæàùèé íè â îäíîé èç äîïóñòèìûõ îáëàñòåé ïóñò.
(b) Âñå 3 �ïåðâûõ� òî÷êè ëåæàò â ñâîèõ äîïóñòèìûõ îáëàñòÿõ.
(c) ×òî íà òîì æå ëó÷å íå ëåæèò íè êàêàÿ òî÷êà äî âûáðàííîé.

Example: ×èñëî ïñåâäî-4 ìîæåò áûòü (n
3
− 1)3

Êðàñíûå îòðåçêè îçíà÷àþò
ìíîæåñòâà èç n/3 òî÷åê
êàæäîå. Èç êàæäîé èç òðåõ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà äâà ëó÷à
âûõîäÿò â äâå ñîñåäíèå òî÷êè
áëèæàéøåãî îòðåçêà, ò.å. n

3
− 1

ñïîñîáàìè.

5.2 Êîëè÷åñòâà ïñåâäî-4 çà [O(n2), O(n)].

Àëãîðèòì çà O(n3):
Ïðè ïðî÷òåíèè àëãîðèòìà ðåêîìåíäóåì ïîëüçîâàòüñÿ ðèñóíêàìè (ñì.
íèæå).

1. Íàó÷èìñÿ äåëàòü ñëåäóþùåå: ïðè ôèêñèðîâàííûõ äâóõ ëó÷àõ ãîâîðèòü,
ñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáðàòü òðåòèé òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëñÿ êîððåêòíûé
ïñåâäî-4, ò.å. íå áûëî íè îäíîé èõ 3-õ çàïðåùåííûõ ñèòóàöèé.
×òîáû âûáðàòü ëó÷, íóæíî âûáðàòü òî÷êó, ïîýòîìó áóäåì îòâå÷àòü
íà çàïðîñ �êîëè÷åñòâî õîðîøèõ òî÷åê�.

2. Íàì óæå èçâåñòíà îäíà ëîìàíàÿ (çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó äâóìÿ ëó÷àìè).
Ïðè æåëàíèè ìû âñå çà òå æåO(n2) ìîæåì ýòó ëîìàíóþ ïåðåñ÷èòûâàòü
(òîò æå ìåòîä, ÷òî è äëÿ çâåçäíûõ 4).

3. Ñ òðåòüåé çàïðåùåííîé ñèòóàöèåé ïîáîðîòüñÿ ïðîñòî: äëÿ êàæäîé
èç òðåõ âåðøèí áóäåì ïåðåáèðàòü òîëüêî �õîðîøèå� òî÷êè.

4. Ïåðâàÿ çàïðåùåííàÿ ñèòóàöèÿ ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ äâóõ óæå ôèêñèðîâàííûõ
ëó÷åé çà O(1), à íà òðåòèé ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèå âèäà: òî÷êà,
çàäàþùàÿ òðåòèé ëó÷, äîëæíà ëåæàòü â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé.

5. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ (çàïðåùåííûé òðåóãîëüíèê) äàåò åùå îäíó ïîëóïëîñêîñòü,
â êîòîðîé äîëæíà ëåæàòü òî÷êà, çàäàþùàÿ òðåòèé ëó÷.
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6. Ïîëó÷åííûå 3 ïîëóïëîñêîñòè äàþò â ∩ 4 ñ âåðøèíîé â òî÷êå A
(ñì. ðèñóíîê). Ñêîëüêî òî÷åê ëåæàò â ýòîì 4 ìîæíî ïîñ÷èòàòü â
ëîá çà O(n).

7. Ìîæíî çà O(1) (àìîðàòèçèðîâàííîå âðåìÿ). Áóäåì ýòó âåëè÷èíó
ïåðåñ÷èòûâàòü, ñäâèãàÿ îäèí èç äâóõ ðàíåå ôèêñèðîâàííûõ ëó÷åé.

Äàëåå ñëåäóåò èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà è äåòàëüíîå èçëîæåíèå
ïóíêòà 7.

Ïåðâûå äâå ïîëóïëîñêîñòè (1)
Ïîëíàÿ êàðòèíà ìèðà (2)

Ñâåðõó íà 2-é êàðòèíêå îòìå÷åíû âñå äîïóñòèìûå òî÷êè (îáâåäåíû îêðóæíîñòÿìè).
Ýòî ðîâíî òå òî÷êè, êîòîðûå ëåæàò â ïåðåñå÷åíèè 3-õ ïîëóïëîñêîñòåé.
Òðåòüþ ïîëóïëîñêîñòü ïîðîæäàåò ñàìàÿ ïðàâàÿ ïî óãëó îòíîñèòåëüíî A
òî÷êà â 4COY .

Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå: (AB, CD, EF ) �4, îãðàíè÷åííûé ñîîòâåòñòâóþùèìè
3-ìÿ ïðÿìûìè.

Àëãîðèòì îòâåòà íà çàïðîñ:

1. Åñëè 4COY ïóñò, îòâåò = êîëè÷åñòâî òî÷åê â óãëó (AC, A2, CX).
2. Èíà÷å ïîÿâèëñÿ ëó÷ 3 è îòâåò = êîëè÷åñòâî òî÷åê â óãëó (A3, A2, CX).

×òîáû íå ðàçáèðàòü îòäåëüíî ýòè 2 ñëó÷àÿ, ñêàæåì, ÷òî, åñëè 4COY
ïóñò, [A3) = [AC).

Êàê áûñòðî íàéòè ëó÷ [A3)?
Ìàññèâ PA � âñå òî÷êè, îòñîðòèðîâàííûå ïî óãëó îòíîñèòåëüíîA. Åñòåñòâåííî,
ñîðòèðîâàòü ïî óãëó ìû áóäåì çàðàíåå çà O(n log n) è òîëüêî îäèí ðàç.
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Àíàëîãè÷íî PB è PC � ìàññèâû òî÷åê, óïîðÿäî÷åííûõ îòíîñèòåëüíî
B è C. Ïðè ôèêñèðîâàííîì [CX) ëó÷ [A3) ìîæíî õðàíèòü è áûñòðî
ïåðåñ÷èòûâàòü, åñëè òî÷êà Y äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Êàê ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî òî÷åê â óãëó?
Ïðè ôèêñèðîâàííîì [CX) ñäåëàòü çà O(n) ïðåäïîäñ÷åò ÷àñòè÷íûõ ñóìì
íà PA � äëÿ òî÷êè, ïîïàâøåé â òó æå ïîëóïëîñêîñòü, ÷òî èA îòíîñèòåëüíî
[CX), ïèøåì 1, äëÿ íå ïîïàâøåé ïèøåì 0. Ñóììèðóåì ÷èñëà íà îòðåçêå
ìàññèâà, ïîëó÷àåì îòâåò.

Ñõåìà àëãîðèòì (Algo1):

1. Çà O(n log n) ïîëó÷èëè ìàññèâû PA, PB, PC .
2. Ôèêñèðóåì [CX)
3. Äåëàåì ïðåäïîäñ÷åò çà O(n) ÷àñòè÷íûõ ñóìì íà PA äëÿ òî÷åê,

ëåæàùèõ ñ òîé æå ñòîðîíû îò [CX), ÷òî è òî÷êà A.
4. Èíèöèàëèçèðóåì ëó÷ [A3) ðàâíûì [AC).
5. Ïåðåáèðàåì òî÷êè â PB â ïîðÿäêå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
6. Åñëè î÷åðåäíàÿ òî÷êà ëåâåå âûäåëåííîé òî÷êå íà ëó÷å [CX), ïðîáóåì

åå, êàê òî÷êó Y äëÿ ëó÷à [BY ).
7. Åñëè î÷åðåäíàÿ òî÷êà ëåæèò ñ òîé æå ñòîðîíû îò [CX), ÷òî è òî÷êà

A, çàìåíÿåì ëó÷ [A3) íà íîâûé.
8. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ [CX), [BY ) ó íàñ óæå åñòü [A3), è ìû ìîæåì

ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òî÷åê â PA ìåæäó [A3) è [A2) çà O(1). Äëÿ
ýòîãî íóæíî äëÿ òî÷åê �3� è Y óçíàòü èõ ïîçèöèè â ìàññèâå PA è
îáðàòèòüñÿ ê ïðåäïîäñ÷èòàííîìó ìàññèâó ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí. Ïðè ôèêñèðîâàííîì [CX) ìû èñïîëüçóåì âñåãî
O(n) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Îòñþäà âûâîä: àëãîðèòì ðàáîòàåò çà [O(n2), O(n)].
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5.3 Êîëè÷åñòâî çâåçäíûõ 4 çà [O(n2), O(n)]

×òîáû ïîëó÷èòü àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ëèíåéíûé îáúåì ïàìÿòè, êàê
ìèíèìóì íóæíî îòêàçàòüñÿ îò èäåè ðàçáèâàòü 4 íà ãðàíè, ÷òî ìû è
ñäåëàåì. Ñïåðâà èçó÷èì çàäà÷ó:

Ôèêñèðóåì ëó÷è 1 è 3. Òî÷êà Y �
òî÷êà â 4AO3, ìèíèìèçèðóþùàÿ
óãîë ZAY . Ìû ïîëó÷èëè ëó÷ 2.
×òîáû ïîëó÷èòü ëó÷ 4, ñîåäèíèì
òî÷êè A è C ëîìàíîé (÷àñòü
ãðàíèöû ïñåâäî-4). Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ïñåâäî-4 ïîëó÷èòñÿ çâåçäíûì
iff ëó÷ èç âåðøèíû B, çàäàþùèé
ëîìàíóþ B − A. èäåò â ëþáóþ
òî÷êó èç óãëà PBO ëåæàùóþ â òîé
æå ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è òî÷êà B
îòíîñèòåëüíî ëó÷à [AZ).

Ñõåìà àëãîðèòìà:
Àëãîðèòì îñíîâàí íà îïèñàííîì âûøå Algo1. Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ÷àñòè÷íûìè
ñóììàìè è íåêîòîðûìè îáîçíà÷åíèÿìè âçÿòûìè èç Algo1.

1. Ôèêñèðóåì [AZ).
2. Ïåðåáèðàåì [CX). Òî÷êà X ïåðåìåùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
3. ËîìàíàÿAC ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ çà ñóììàðíîå âðåìÿO(n) äëÿ êàæäîãî

[AZ) (ìåòîä Ãðýõåìà).
4. Òî÷êà Y ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ òàê: ëó÷ [CX) ïîâåðíóëñÿ, â4AO3 ïîÿâèëèñü

íîâûå òî÷êè. Âûáåðåì èç ñòàðîé òî÷êè è íîâûõ îïòèìóì. Äëÿ
êàæäîãî [AZ) ýòè äåéñòâèÿ áóäóò âûïîëíåíû çà ñóììàðíîå âðåìÿ
O(n).

5. Ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì çà O(1) óçíàåì ÷èñëî òî÷åê âíóòðè
îáëàñòè OBY .
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6 Çâåçäíûå ïðÿìîóãîëüíèêè

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ òå æå ìåòîäû, ÷òî è äëÿ çâåçäíûõ ïñåâäî-4. Âñå
óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû. Ïðèâåäåí òîëüêî îáùèé ïëàí
äîêàçàòåëüñòâ.

6.1 Àëãîðèòì çà O(n2)

Òåîðåìà: Êîëè÷åñòâî çâåçäíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ O(n2)
Ïðîâåäåì ÷åðåç êàæäóþ ïàðó âåðøèíà-òî÷êà ïðÿìóþ. Ýòè 4n ïðÿìûõ
ðàçáèâàþò èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê íàO(n2) ÷àñòåé. Öåíòð ïðèíàäëåæèò
îäíîé èç ãðàíåé. Ïî ãðàíè, ñîäåðæàùåé öåíòð, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü
ëîìàíóþ.
Ñëåäñòâèå: Ïîëó÷åí àëãîðèòì, çà O(n2) âû÷èñëÿþùèé äëÿ êàæäîãî
öåíòðà hash-çíà÷åíèÿ òðåõ ÷àñòåé ëîìàíîé.

6.2 Îöåíêà max-êîëè÷åñòâà ñâåðõó è ñíèçó

Òåîðåìà: ×èñëî çâåçäíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ïðåâîñõîäèò 12n2− 4
Íàøè 4n ïðÿìûõ ïîðîæäàþò ïëàíàðíûé ãðàô. ×èñëî âåðøèí â ýòîì
ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò 6n2 (6 = 4∗3/2), çíà÷èò, ÷èñëî ãðàíåé íå ïðåâîñõîäèò
12n2 − 4. Çâåçäíûé ïðÿìîóãîëüíèê çàäàåòñÿ öåíòðîì, öåíòð çàäàåòñÿ
ãðàíüþ.

Example:
×èñëî çâåçäíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæåò
áûòü (n

2
)2

Ìîäèôèöèðóåì ïðèìåð äëÿ òðåóãîëüíèêà,
äîáàâëÿÿ â íåãî íîâóþ âåðøèíó.

7 Ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêè

7.1 Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ 4.
Â íà÷àëå ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü òîò æå ñïîñîá, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ
4�ôèêñèðóåì 4 ëó÷à (äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ôèêñèðóåì
ëåâûé). Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå:
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Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü äëÿ ó÷àñòêà ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøèíû
ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé. Â îòëè÷èå
îò ñëó÷àÿ 4, äîïóñòèìûå îáëàñòè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Ïîýòîìó,
åñëè ìû ïîñòðîèì ëîìàíóþ òàê æå êàê ñòðîèëè åå äëÿ 4 (èñïîëüçóÿ
âñå îñîáûå òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè èëè íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé îáëàñòè)
ëîìàíàÿ ìîæåò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
Îñíîâíàÿ èäåÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîáîðîòüñÿ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèåì: çàôèêñèðóåì
ïðÿìóþ, êîòîðàÿ áóäåò ðàçäåëÿòü äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ó÷àñòêà ëîìàíîé.
Òàêóþ ïðÿìóþ âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç êàêèå-òî äâå èç N+4 îñîáûõ
òî÷åê.
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Íà ïåðâîì ðèñóíêå ïðîèëëþñòðèðîâàí óäà÷íûé âûáîð ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé.
×òîáû çàïðåòèòü ñèòóàöèè, èçîáðàæåííûå íà âòîðîì ðèñóíêå, ââåäåì
îïðåäåëåíèå:

Def: Ïðÿìàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè ëîìàíîé
Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, òàêàÿ ÷òî ïàðû âåðøèí (A è B) è (C è D) ëåæàò â ðàçíûõ
ïîëóïëîñêîñòÿõ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ëåâóþ
è ïðàâóþ ÷àñòè ëîìàíîé.

Íà òðåòüåì ðèñóíêå ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå ðàçäåëÿþùèå ïðÿìûå (â
êîìáèíàöèè ñ 4 ëó÷àìè) ïîðîæäàþò íåïóñòîé ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê.

7.2 Îöåíêà ñâåðõó è ñíèçó íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

Òåîðåìà: Êîëè÷åñòâî ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ïðåâîñõîäèò n6/2

1. Ðàññìîòðèì îòâåò. Ïðîòèâîïîëîæíûå ÷àñòè ëîìàííîé âûïóêëû è
íå ïåðåñåêàþòñÿ (äàæå ïî âåðøèíå), à çíà÷èò, èõ ìîæíî ðàçäåëèòü
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåêîòîðûå 2 òî÷êè ìíîæåñòâà.

2. Òàê çàO(n4) ìîæíî ïåðåáðàòü ïðÿìûå, ðàçäåëÿþùèå ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòè, à òàêæå âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè.

3. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêóO(n8), ïîìèìî ðàçäåëÿþùèõ ïðÿìûõ çàôèêñèðóåì
4 ëó÷à, íàïðàâëÿþùèõ ëîìàíûå.

4. Ïî çàôèêñèðîâàííûì íàìè îáúåêòàì ëîìàíàÿ
(à) âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî è
(á) íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.

5. ×òîáû òåïåðü ïîëó÷èòü îöåíêóO(n6), çàìåòèì, ÷òî îáå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ
äîïóñòèìûõ îáëàñòåé ïåðåñåêàòüñÿ íå ìîãóò. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ôèêñèðîâàòü òîëüêî îäíó ïðÿìóþ. Ò.å. ïîñëå òîãî, êàê ìû çàôèêñèðîâàëè
4 ëó÷à, îñòàåòñÿ âñåãî 2 ñëó÷àÿ:
(1) ëîìàíàÿ óæå íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé èëè
(2) îäíà èç äâóõ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ó÷àñòêîâ èìååò ïåðåñå÷åíèå.
Ôèêñèðóåì îäíó ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ.

6. Èòîãî: n4 íà âûáîð 4-õ íàïðàâëÿþùèõ ëó÷åé è n2/2 íà âûáîð (åñëè
íóæíî) ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé.
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Example: ×èñëî ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü (n
6
− 1)6

Ïîÿñíåíèÿ ê ïðèìåðó:Êðàñíûé êðóã = ñêîïëåíèå n/6 òî÷åê. Êðàñíûé
îòðåçîê = ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûå n/6 òî÷åê. Â êàæäîì êðóãå è
íà êàæäîì îòðåçêå íóæíî âûáðàòü, êàêèå òî÷êè ïðèíàæëåæàò êàêîé
îáëàñòè. Â êàæäîì èç 6 ñëó÷àåâ íå ìåíåå n/6 âàðèàíòîâ.

7.3 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ çà [O(n6), O(n4)]

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû óæå äàåò àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé
çà O(n7):

1. Ïåðåáèðàåì 4 ëó÷à çà O(n4).
2. Ñòðîèì äëÿ êàæäûõ äâóõ ñìåæíûõ ëó÷åé ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê

ëîìàíîé çà O(n).
3. Åñëè ÷àñòè ëîìàíîé íå ïåðåñåêàþòñÿ (îïðåäåëÿåì ýòî çà O(n)),

ïðîâåðÿåì çà O(n), ïîëó÷èëñÿ ëè ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê ïóñòûì.
4. Åñëè íåêîòîðûå 2 ïðîòèâîïîëîæíûå ÷àñòè ëîìàíîé ïåðåñåêàþòñÿ,

òî äðóãàÿ ïàðà ïðîèâîïîëîæíûõ ôðàãìåíòîâ íå èìååò îáùèõ òî÷åê,
îïðåäåëÿåì, êàêèå ÷àñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

5. ÇàO(n2) ïåðåáèðàåì âàðèàíòû ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé (îíà îáÿçàòåëüíî
ñîäåðæèò êàêèå-òî 2 èç n + 4 îñîáûõ òî÷åê).

6. Ñòðîèì íîâûå ëîìàíûå çà O(n) è ïðîâåðÿåì, (îïÿòü æå çà O(n)),
÷òî ïîëó÷èëñÿ ëè íîâûé ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê ïóñòûì.

7. Íåêîòîðûå îòâåòû ìû ìîãëè ïîëó÷èòü äâàæäû (äâå ðàçíûõ ðàçäåëÿþùèõ
ïðÿìûõ èíîãäà ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå îòâåòû). Áîðåìñÿ ñ ýòèì
hash-àìè hash-òàáëèöåé, çàO(n6) îñòàâëÿåì òîëüêî ðàçëè÷íûå îáúåêòû.

8. O(n4)×O(n2)×O(n) = O(n7)
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Àëãîðèòì çà O(n6) âðåìåíè è O(n4) ïàìÿòè:
Ïðîáëåìà ñåé÷àñ â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïåðåáîðà, ðàáîòàþùåãî çà
O(n6), íàì íóæíî ïîñòðîèòü íåêîòîðûå îáúåêòû çà O(n).
Ïîñòàðàåìñÿ âñå ïðåäïîäñ÷èòàòü çàðàíåå:

1. Ëîìàíóþ ìîæíî ïîñòðîèòü, çíàÿ òîëüêî 2 ëó÷à è ðàçäåëÿþùóþ
ïðÿìóþ. Ýòîò ïðåäïîäñ÷åò çàíèìàåò O(n) âðåìåíè. Îäíîâðåìåííî
ñ ýòèì ìîæíî âû÷èñëèòü åå hash-çíà÷åíèå.

2. Îáëàñòü, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïóñòà, îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå 2-ìÿ
ëó÷àìè è ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé. Ïðîâåðêó íà ïóñòîòó ìîæíî âûïîëíèòü
çà O(n).

3. Ýòà îáëàñòü ìîæåò áûòü êàê ñâÿçíîé òàê è íå ñâÿçíîé (ñì. ðèñóíêè
âûøå).

Èòîãî:ÈñïîëüçóÿO(n4) ïàìÿòè èO(n5) âðåìåíè, ñãåíåðèðîâàëè è ñîõðàíèëè
âñþ ïîëåçíóþ èíîôðìàöèþ � ñîáñòâåííî ëîìàíûå, hash-è, ôëàã ïóñòîòû
çàïðåùåííûõ îáëàñòåé. Ïîñëå ýòîãî çàO(n6) ïåðåáèðàåì ðåçóëüòèðóþùèå
îáúåêòû è äëÿ êàæäîãî èç íèõ çàO(1), èñïîëüçóÿ óæå èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ,
ïðîâåðÿåì êîððåêòåí ëè îí è íå âñòðå÷àëñÿ ëè ðàíüøå â hash-òàáëèöå.

Óëó÷øàåì îöåíêó íà ïàìÿòü: Ñåé÷àñ ìû èñïîëüçóåì O(n6) ïàìÿòè íà
hash-òàáëèöó äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ. È O(n4) íà
âñå ïðåäïîäñ÷åòû. Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå 4-êè ëó÷åé çàäàþò ðàçëè÷íûå
ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêè. Çíà÷èò, ñîâïàäåíèÿ ìîãóò âñòðåòèòüñÿ òîëüêî
ñðåäèO(n2) ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ, çàäàâàåìûõ îäíîé è òîé æå ÷åòâåðêîé
ëó÷åé. Âûâîä:
ñîçäàåì âíóòðåííþþ hash-òàáëèöó, â êîòîðîé õðàíèì O(n2) îáúåêòîâ.

ÊÎÍÅÖ
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8 Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëüíèêàìè:

1. Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå äåòàëüíî îïèñàíû îáúåêòû ïóñòîé ïñåâäî-

ïðÿìîóãîëüíèê è ïóñòîé çâåçäíûé ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèê.
2. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ çà

O(n6) è ïîëó÷åíà îöåíêà Θ(n6) íà èõ êîëè÷åñòâî â õóäøåì ñëó÷àå.
3. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ çâåçäíûõ ïñåâäî-ïðÿìîóãîëüíèêîâ

çàO(n2) è ïîëó÷åíà îöåíêà Θ(n2) íà èõ êîëè÷åñòâî â õóäøåì ñëó÷àå.
4. Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòè äâà àëãîðèòìà

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
5. Îöåíêà ïàìÿòèO(n4) äëÿ àëãîðèòìà çàO(n6) äàåò ìàëåíüêóþ êîíñòàíòó

â îöåíêå âðåìåíè åãî âûïîëíåíèÿ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òðåóãîëüíèêàìè:

1. Â [5] è [3] óæå áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðàçáèåíèÿ 4 íà ãðàíè è
ôèêñàöèè òðåõ ëó÷åé, íàïðàâëÿþùèõ ÷àñòåé ëîìàíîé. Ñ ïîìîùüþ
ýòèõ ìåòîäîâ áûëè äàíû îöåíêèO(n2) èO(n3) íà êîëè÷åñòâî çâåçäíûõ
ïñåâäî-4 è îáû÷íûõ ïñåâäî-4 ñ ïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

2. Àëãîðèòì ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ïñåâäî-4 çà [O(n2), O(n)] ÿâëÿåòñÿ
íîâûì è óäîáíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

3. Â [3] ðàññìîòðåííû çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è ìàêñèìèçàöèè ïåðèìåòðà
è ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ, îãðàíè÷åííûõ ëîìàíîé ïñåâäî-4 (âñåãî
4 çàäà÷è). Â íàøåé ðàáîòå ýòè çàäà÷è íå ðàññìîòðåíû. Òåì íå ìåíåå,
ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî, óìåÿ ñòðîèòü, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðåáèðàòü,
âñå ïñåâäî-4 çà O(n3), ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ âñåõ 4-õ çàäà÷ çà
O(n3).

Ïîñëåäíåå, ÷òî âàæíî çàìåòèòü: âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íàìè äëÿ
ïðÿìîóãîëüíèêà, ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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