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1 Òåîðåìà Íàéêâèñòà - Êîòåëüíèêîâà

1.1 Òåîðèÿ: îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå ôàêòû

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(t) : R→ R. Åå ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F (ξ) =

∫ +∞

−∞
e−2πiξtf(t)dt.

Êîýôôèöèåíò Ôóðüå cn, n ∈ N ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(t) â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå
[x0;x0 + P ] âûðàæàåòñÿ êàê

cn =
1

P

∫ x0+P

x0

f(t)e−i
2πnx
P dx,

ãäå x0, x0 + P ∈ R.
Åñëè ôóíêöèÿ f(t) ðàâíà íóëþ âñþäó êðîìå èíòåðâàëà [x0;x0+P ], òî êîýôôèöèåíò

Ôóðüå cn ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ñî çíà÷åíèåì F (ξ) â òî÷êå n
P :

cn =
1

P

∫ x0+P

x0

f(t)e−i
2πnx
P dx =

1

P

∫ +∞

−∞
f(t)e−i

2πnx
P dx =

1

P
F
( n
P

)
.

Äëÿ f, h : R→ R ñâåðòêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê f̂(x) =
∫ +∞
−∞ f(x− t)h(t)dt.

Òåîðåìà î ñâåðòêå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñâåðòêè ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò h è f :∫ +∞

−∞
f̂(x)e−2πiξxdx =

∫ +∞

−∞
h(x)e−2πiξxdx

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx.

Ôóíêöèÿ f(t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (ξ) êàê

f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ξ)e2πitξdξ.

Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò îãðàíè÷åííûé ñïåêòð, òî åñòü F (ξ) = 0 ïðè |ξ| > λ, è
λ <∞, òî
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f(t) =

∫ +λ

−λ
F (ξ)e2πitξdξ.

Îáîçíà÷èì êàê fs ôóíêöèþ Øýííîíà

fs(t) =
∑
n∈Z

f(n)
sinπ(t− n)
π(t− n)

.

Äëÿ óäîáñòâà, ââåäåì (íîðìèðîâàííóþ) ôóíêöèþ sinc:

sinc(t) =
sinπt

t
,

ñ åå ïîìîùüþ ôóíêöèÿ Øýííîíà âûðàæàåòñÿ êàê:

fs(t) =
∑
n∈Z

f(n)sinc(t− n).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò êðèòåðèé ðàâåíñòâà fs(t) = f(t) :
Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà-Íàéêâèñòà-Øýííîíà. Ïóñòü F ∈ L1(−λ, λ) ÿâëÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f(t) ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, è λ ≤ 1/2 . Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

fs(t) = f(t),

îçíà÷àþùåå, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) ìîæåò áûòü ðåêîíñòðóèðîâàíà ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì
â öåëûõ òî÷êàõ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè sinc. Åñëè æå λ > 1/2, òî

|f(t)− fs(t)| ≤ 2

∫
|ξ|>1/2

|F (ξ)|dξ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñïåêòð (òî åñòü ÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå) ôóíêöèè f îãðàíè÷åíî,
òî åñòü çíà÷åíèå f íå ìåíÿåòñÿ �ñëèøêîì áûñòðî�, òî îíà ìîæåò áûòü áåç ïîòåðü
âîññòàíîâëåíà ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì â öåëûõ òî÷êàõ.

1.2 Ïðàêòèêà: ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t) : [0 : 31]→ [0, 1]

f(t) = sin((
t

2, 5
)1,7) + 1.

Åå ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.
Ïóñòü íàøà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñâåùåííîñòü ìàòðèöû öèôðîâîé êàìåðû

âäîëü ó÷àñòêà åå ñòðîêè äëèíîé â 30 ïèêñåëåé. Ïóñòü öåíòð ïèêñåëÿ íàõîäèòñÿ â
òî÷êàõ 1...30, è êàæäûé ïèêñåëü ïîêðûâàåò îáëàñòü øèðèíîé 1, òàê ÷òî ïåðâûé
ïèêñåëü, ê ïðèìåðó, çàíèìàåò ïëîùàäü [0, 5; 1, 5]. Òîãäà àðãóìåíò ôóíêöèè f èìååò
ñìûñë ðàññòîÿíèÿ îò ëåâîãî êðàÿ ìàòðèöû äî êîíêðåòíîé òî÷êè â ïèêñåëÿõ. Òàê,
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Figure 1: Ôóíêöèÿ f(t)

îñâåùåííîñòü â öåíòðå 5-ãî ïèêñåëÿ áóäåò ðàâíà f(5). Ïóñòü íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
èçîáðàæåíèå â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî (ò.å. îñâåùåííîñòè, èíûìè ñëîâàìè ÿðêîñòè) ñ
èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ñòðîêè ïèêñåëåé. Øàã äèñêðåòèçàöèè, òàêèì îáðàçîì, áóäåò
ðàâåí 1 ïèêñåëþ.

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê âèäíî èç ãðàôèêà f(t), ÷åðåäîâàíèå
ÿðêîñòè äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t èç íàøåãî ïðîìåæóòêà ïðîèñõîäèò áîëåå ÷àñòî,
÷åì øàã ïèêñåëüíîé ñåòêè. Èíûìè ñëîâàìè, ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè íåäîñòàòî÷íà
äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàçèòü íàøó ôóíêöèþ â ïèêñåëüíóþ ñòðîêó áåç àðòåôàêòîâ.

Åñëè ìû íè÷åãî î ôóíêöèè f(t) íå çíàåì (ïðåäïîëàãàÿ òîëüêî, ÷òî f ∈ L1), òî
òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ïî ôîðìóëåØýííîíà, îáåñïå÷èâàþùàÿ
ðåêîíñòðóêöèþ áåç ïîòåðü ïðè λ ≤ 1/2 (ñì. ïóíêò 1.1). Â ñëó÷àå, åñëè åñòü
êàêèå-òî äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ñóæàþùèå êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé f(t), òî
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äðóãàÿ ñõåìà ðåêîíñòðóêöèè, íî â äàííîì ñëó÷àå ìû
ýòó ñèòóàöèþ íå ðàññìàòðèâàåì.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(t) íà ïðîìåæóòêå [0, 31] âûðàæàåòñÿ êàê:

F (ξ) =
1

C

∫ 31

0
e−2πitξf(t)dt,

ãäå C - íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Ãðàôèê ìîäóëÿ ñïåêòðà |F (ξ)| ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 2. Êàê ìû âèäèì, F (ξ) çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà (−0, 5; 0, 5) ïðèíèìàåò çíà÷èìî
íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ðåêîíñòðóèðîâàòü áåç ïîòåðü ýòó
ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå Øýííîíà (ñì. òåîðåìó â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà).
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×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïðåíåáðåæåì ýòèì ôàêòîì
è çàïèøåì â ïèêñåëè çíà÷åíèÿ ÿðêîñòè â öåíòðàõ ïèêñåëåé, ïîñìîòðèòå íà ðèñ.
5, ãäå âî âòîðîé ñòðîêå ïîêàçàí ðåçóëüòàò òàêîãî äåéñòâèÿ. Âèäíî, ÷òî áëèæå
ê ïðàâîìó êðàþ ïîëîñû, ãäå íà èñòèííîé ôóíêöèè ÿðêîñòü íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ
ñóùåñòâåííî ÷àùå, ÷åì øàã ïèêñåëüíîé ñåòêè, ïîÿâëÿþòñÿ âèçóàëüíî ðàçëè÷èìûå
àðòåôàêòû äèñêðåòèçàöèè, òî åñòü èçîáðàæåíèå çàìåòíî èçìåíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñ îðèãèíàëîì, ïîÿâëÿåòñÿ êàêîé-òî óçîð, êîòîðîãî íå áûëî íà èñõîäíîé êàðòèíå
ÿðêîñòè íà ìàòðèöå. Òàêîå èçîáðàæåíèå ìîæåò áûòü íåâåðíî âèçóàëüíî èíòåðïðåòèðîâàíî.
Ïîýòîìó ïîÿâëåíèå àðòåôàêòîâ íåæåëàòåëüíî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ïðîáëåìîé ïîÿâëåíèÿ àðòåôàêòîâ äèñêðåòèçàöèè,
âìåñòî çàïèñè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(t) â öåíòðàõ ïèêñåëåé, ïåðâîíà÷àëüíî âûïîëíèì
ñâåðòêó ýòîé ôóíêöèè ñî ñãëàæèâàþùèì ÿäðîì, à çàòåì óæå âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
ïîëó÷èâøåéñÿ ôóíêöèè â òåõ æå òî÷êàõ. Äîîïðåäåëèì çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [0; 31]
ôóíêöèþ f(t) íóëåì. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ÿäðà êàê h(t) : R→ [0; 1], òîãäà ñâåðòêà
f̂(x) áóäåò âûãëÿäåòü êàê:

f̂(x) = (h ∗ f)(x) =
∫
f(x− t)h(t)dt.

Â êà÷åñòâå ÿäðà ñâåðòêè h(t) âûáåðåì ãàóññîâñêóþ ôóíêöèþ ñ σ = 1, 15, ïîêàçàííóþ
íà ðèñ. 3, à ñïåêòð åå (ò.å. ìîäóëü åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå H(ξ)) ïîêàçàí íà ðèñ. 4.
Èç òåîðåìû î ñâåðòêå ÿñíî, ÷òî ó f̂(x) ñïåêòð áóäåò ëåæàòü â ïðåäåëàõ (−0, 5; 0, 5).
Ðåçóëüòàò çàïèñè çíà÷åíèé f̂(t) â öåíòðàõ ïèêñåëåé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5 âíèçó.
Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ñìåíû ÿðêîñòè ïèêñåëåé àðòåôàêòû íå ïîÿâëÿþòñÿ, à
öâåò ïèêñåëÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâåí ñðåäíåé îñâåùåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé çîíû.
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Figure 2: |F (ξ)|, ìîäóëü ñïåêòðà ôóíêöèè f(t)

Figure 3: ßäðî ñâåðòêè, h(t)
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Figure 4: Ñïåêòð ÿäðà ñâåðòêè, |H(ξ)|

Figure 5: Ñâåðõó âíèç: Èñòèííàÿ îñâåùåííîñòü ìàòðèöû, çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé
ïðè ïðåíåáðåæåíèè êðèòåðèåì Íàéêâèñòà-Êîòåëüíèêîâà, çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé ïîñëå
ñâåðòêè ñ ãàóññèàíîì
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