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Ïðîåêòèðîâàíèå íà êàìåðó òî÷åê èç
ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
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ðàâåíñòâî â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ

åâêëèäîâî ïðåîáðàçîâàíèå R, t

ïðîåêòèðîâàíèå íà êàìåðó K



Îñíîâíûå çàäà÷è ãåîìåòðèè â
êîìïüþòåðíîì çðåíèè

 X̂

Ŷ
1

 =h K[R, t]


X
Y
Z
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îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî

ïðîåêöèÿì òî÷åê

îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïî åå ïðîåêöèÿì íà

êàìåðû (òðèàíãóëÿöèÿ)

êàëèáðîâêà êàìåðû ïî ïðîåêöèÿì òî÷åê



Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãîìîãðàôèè

Îïðåäåëåíèå Ãîìîãðàôèÿ H - îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå

ôàêòîð-ìíîæåñòâà ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò íà ñàìî

ñåáÿ, òàêîå, ÷òî (â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ) îíî

ïðåäñòàâèìî êàê äîìíîæåíèå íà ìàòðèöó.

Ïðèìåð

x = (1, 1)T , H =

(
5 −5
0 5

)
y = Hx = ?

Óïðàæíåíèå

Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîãðàôèåé ïðåäñòàâèìî

öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè íà

äðóãóþ ïðÿìóþ.

Åäèíñòâåííà ëè ìàòðèöà ãîìîãðàôèè? Êàê ìîæíî

îïèñàòü ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé

ãîìîãðàôèè?



Ãîìîãðàôèÿ ìåæäó ðåàëüíîé è
èçîáðàæåííîé ïëîñêîñòÿìè

x ≡ K [r1 r2 r3 t]
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Ãîìîãðàôèÿ ìåæäó ðåàëüíîé è
èçîáðàæåííîé ïëîñêîñòÿìè

x =h K[r1 r2 r3 t]


X
Y
0

1

 =h K[r1 r2 t]

 X
Y
1


Îáîçíà÷èì H = K[r1, r2, t]. Âèäèì, ÷òî ãîìîãðàôèÿ

ñâÿçûâàåò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè è â

èçîáðàæåíèè. Åñëè ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ, òî

ñóùåñòâóåò H−1, è H ÿâëÿåòñÿ ãîìîãðàôèåé.



Âû÷èñëåíèå ãîìîãðàôèè

Ïóñòü èçâåñòíû ïàðû âåêòîðîâ îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàò (xh,i, yh,i)i=1...N , è xh,i - êîîðäèíàòû â

ïëîñêîñòè, yh,i - êîîðäèíàòû íà ýêðàíå.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ H è

ñêàëÿðîâ λi :
λiyh,i = Hxh,i.

Ñêîëüêî òàêèõ óðàâíåíèé îäíîçíà÷íî çàäàþò

ãîìîãðàôèþ?



Âû÷èñëåíèå ãîìîãðàôèè

Ïóñòü èçâåñòíû ïàðû âåêòîðîâ îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàò (xh,i, yh,i)i=1...N , è xh,i - êîîðäèíàòû â

ïëîñêîñòè, yh,i - êîîðäèíàòû íà ýêðàíå.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ H è

ñêàëÿðîâ λi :
λiyh,i = Hxh,i.

Ñêîëüêî òàêèõ óðàâíåíèé îäíîçíà÷íî çàäàþò

ãîìîãðàôèþ?



Ðåàëüíûé ñëó÷àé

Èìååò ìåñòî ïîãðåøíîñòü â íàõîæäåíèè ïðîåêöèé

òî÷åê ïî èçîáðàæåíèþ.

Êàê íàéòè ãîìîãðàôèþ ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ?

Îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì â îáùåì âèäå çàäà÷ó, çàòåì

ïðåäëîæèì ìåòîä äëÿ åå ðåøåíèÿ.



Îáùàÿ çàäà÷à

Èìååòñÿ Íàáîð íàáëþäåíèé - ïàð

(x1, y1), (x2, y2)), . . . , (xn, yn)).
Ýëåìåíòû ïàðû ñâÿçàíû îòîáðàæåíèåì f ñ

ïàðàìåòðîì p (i - íîìåð ïàðû):

yi = f (xi,p),

Íàéòè
p−?

Óêàæèòå, êàê êîíêðåòèçèðóåòñÿ äëÿ:

ïîèñê ãîìîãðàôèè

îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî

ïðîåêöèÿì òî÷åê

îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïî åå ïðîåêöèÿì íà

êàìåðû (òðèàíãóëÿöèÿ)

êàëèáðîâêà êàìåðû ïî ïðîåêöèÿì òî÷åê



Îáùàÿ çàäà÷à ñ àääèòèâíîé ïîìåõîé

Èìååòñÿ Íàáîð íàáëþäåíèé - ïàð (x1, y1), (x2, y2)), . . ..
Ýëåìåíòû ïàðû ñâÿçàíû îòîáðàæåíèåì f ñ

ïàðàìåòðîì p (i - íîìåð ïàðû), ñ òî÷íîñòüþ äî øóìà

vi:

yi = f (xi,p) + vi,

Íàéòè
p−?

Êàê âû äóìàåòå, ÷òî ìû ìîæåì (äîëæíû) çíàòü î vi,

÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó?



Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ÌÌÏ

Ñ÷èòàåì ïîìåõó ñëó÷àéíîé ãàóññîâñêîé âåëè÷èíîé vi
ñî ñðåäíèì e è êîâàðèàöèåé Σ = σ2I:

yi = f (xi,p) + vi.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü, èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå î

íåçàâèñèìîñòè vi:

P{p} = P{v1 = y1 − f (x1,p),

v2 = y2 − f (x2,p), . . . vn = yn − f (xn,p)} =

= Πn
i=1P{vi = yi − f (xi,p)} =

= Πn
i=1e

− 1

2
vi

T Σ−1vi .



ÌÌÏ (2)

Íàçîâåì îöåíêîé ÌÌÏ òàêîé p̂, ÷òî

p̂ = argmax
p

Πn
i=1e

− 1

2
vi

T Σ−1vi .

Êàê íàéòè ìàêñèìóì? Ëîãàðèôìèðîâàíèåì!

argmaxC (x) = argmax lnC (x)

p̂ = argmax
p
−

n∑
i=1

‖yi − f (xi,p)‖2 =

= argmax
p
−‖Y − F (X,p)‖2,

ïðè X = col(x1, . . . , xn),
F = col(f (x1,p), f (x2,p), . . . , f (xn,p)),
Y = col(y1, . . . , yn).



Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

1 îáû÷íûé Y = Xp + v

2 íåëèíåéíûé Y = F (X,p) + v



ÌÍÊ (2)

‖Xp− Y‖2 → min

∇p‖Xp− Y‖2 = 0.

Ïóñòü XTX îáðàòèìà, òîãäà:

p = (XTX)−1XTY.

×òî ïðîèñõîäèò â èíîì ñëó÷àå?



ÌÍÊ: Åñëè ìàòðèöà íå îáðàòèìà

Ïóñòü A = XTX íå îáðàòèìà. Èçó÷èì SVD

ðàçëîæåíèå äëÿ A.

A = U

(
diag(s1, s2, . . . , sk) 0

0 0

)
UT .

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A† = UT

(
diag(s−1

1
, s−1

2
, . . . , s−1k ) 0

0 0

)
U.

Óáåäèòåñü, ÷òî ∀x : Ax 6= 0 A†Ax = x.

Îáîñíóéòå, ÷òî ÿ ìîãó èñïîëüçîâàòü êàê ðåøåíèå

p = (XTX)†XTY.

Åñòü ëè åùå ðåøåíèÿ?



Íåëèíåéíûé ÌÍÊ

argmin ‖Y − F (X,p)‖2

Íåò ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ëîêàëüíóþ îïòèìèçàöèþ.

C (p)→ min

Ãðàäèåíòíûé ìåòîä: íà÷íåì ñ p0,

p̂n = p̂n−1 − γ∇C (pn−1),

ïîêà íå

‖p̂n − p̂n−1‖ < ε1

‖∇C (pn)‖ < ε2

n = Nstop

Ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî γ > 0.



Íåëèíåéíûé ÌÍÊ (2)

Ãðàäèåíòíûé ìåòîä - 'ìåäëåííî, íî âåðíî'

Èíà÷å: Ìåòîä Íüþòîíà è åãî ðàçâèòèå - ìåòîä

Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà (google: levmar)



Ìåòîä Íüþòîíà

Ðàçëîæèì C (p) ïî Òåéëîðó äî âòîðîãî ÷ëåíà:

C (p) = C (p0) +∇TC (p0)(p− p0)+

+
1

2
(p− p0)T∇2C (p0)(p− p0) + o(‖p− p0‖2).

∇C (p) = 0 ⇔ ∇C (p0) +∇2C (p0)(p− p0) = 0,

è àíàëîãè÷íî ÌÍÊ, äëÿ îáðàòèìîé ∇2C (p0)

p = p0 − (∇2C (p0))−1∇C (p0).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Íüþòîíà:

p̂n = p̂n−1 − (∇2C (p0))−1∇C (pn−1),

èíèöèàëèçàöèÿ è îñòàíîâ àíàëîãè÷íî ãðàäèåíòíîìó.



Ìåòîä Ëåâåíáåðãà - Ìàðêâàðäòà
Âåðíåìñÿ ê íåëèíåéíîìó ÌÍÊ, îïóñòèì çàâèñèìîñòü

F îò X. Ïðèáëèæåííî

F (p) = F (p0) + JT (p− p0) = F0 + JT∆.

∇C (p) = 2J(F0 + JT∆− Y) = 0.

Îòñþäà

∆ = (JJT )−1J(Y − F0).

Äëÿ ñòàáèëüíîñòè ïðè íåîáðàòèìîé èëè ïëîõî

îáóñëîâëåííîé JJT ,

∆ = (JJT + λI)−1J(Y − F0).

Ïðèõîäèì ê ìåòîäó

p̂n = p̂n−1 − (JJT + λI)−1J(Y − F0),

ïðè J = ∇F (pn−1), F0 = F (pn−1).
Äëÿ ìàëîãî λ ìåòîä Íüþòîíà, à äëÿ áîëüøîãî λ
ãðàäèåíòíûé.



Ïàðàìåòðèçàöèÿ âðàùåíèé

Èçâåñòíûé ôàêò: ëþáîå âðàùåíèå åñòü ïîâîðîò

îòíîñèòåëüíî îäíîé îñè íà èçâåñòíûé óãîë. Ïóñòü

îñü n ∈ S2, óãîë θ ∈ R, òîãäà φ = nθ. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ R ïî φ:

θ = ‖φ‖, n = φ/‖φ‖.
ôîðìóëà Ðîäðèãà (Rodrigues) (ïî îñè è óãëó äàåò

ìàòðèöó ïîâîðîòà) - cv2.rogrigues â OpenCV



Óïðàæíåíèÿ

1 Âû÷èñëèòü ãîìîãðàôèþ èç ïëîñêîñòè â ýêðàí è

ðàçâåðíóòü ïðîåêöèþ ôàñàäà ìàòìåõà

2 Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ ïîèñê ïëîñêîñòè â 3D



Ïîìåõè â íàáëþäåíèÿõ ïàð (x, y)

1 àääèòèâíûå (ñ äîáàâëåíèåì ñëó÷àéíûõ vi):

{(x1, y1), (x2, y2), . . .} 7→

{(x1, y1 + v1), (x2, y2 + v2), . . .}

2 âûáðîñû:

{(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), . . .} 7→

{(x1, y1), (xo, yo), (x3, y3), . . .}

3 äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå



Ìåòîä êîíñåíñóñà ñëó÷àéíîé âûáîðêè
(RANSAC)

Âûáðîñ (outlier) - íàáëþäåíèå, íå ïîä÷èíÿþùååñÿ

ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Íàïðèìåð:

yi = x + vi , v ∈ N(0, 1), i = 1 . . .K .

Ïóñòü x = 2

{yi} = {3.532, 1.23, 2.37, 1.77, 3.11, 72.57, 0.91, 2.03}

Ãäå çäåñü âûáðîñ?



Ìîäåëü íàáëþäåíèé ñ âûáðîñàìè

Ïóñòü èìååòñÿ ìîäåëü ïîñòðîåíèÿ íàáëþäåíèé y ïî

íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì x, òàê ÷òî íàáëþäåíèÿ

èñêàæàþòñÿ àääèòèâíîé ïîìåõîé v:

y = f (x) + v.

Ìîæåò âîçíèêíóòü ñëó÷àéíàÿ îøèáêà (âûáðîñ) â

íàáëþäåíèÿõ, òàê ÷òî îíè ïåðåñòàíóò ïîä÷èíÿòüñÿ

ìîäåëè:

{y1(x1, v1), y2(x2, v2), y3(x3, v3)} 7→

{y1(x1, v1), yo, y3(x3, v3)}

Ïðè ýòîì, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ xo, vo òàêèõ, ÷òî

yo = f (xo) + vo ïðàêòè÷åñêè íóëåâàÿ.



Ìîäåëü íàáëþäåíèé ñ âûáðîñàìè (2)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå íàáëþäåíèÿ {yi}i∈I ðàçáèâàþòñÿ
íà äâà êëàññà, òî åñòü I = I1 ∪ I2,

∀i ∈ I1 yi = f (xi) + vi.

Ïðè ýòîì, äëÿ i ∈ I2 ìîæåò áûòü äðóãàÿ ìîäåëü,

ìîæåò ìîäåëè âîîáùå íå áûòü.



Ôèëüòðàöèÿ âûáðîñîâ ìåòîäîì RANSAC

Çàäà÷à íàéòè p ïî íàáëþäåíèÿì xi , yi

Àëãîðèòì Â öèêëå ïî j = 1 . . .N

ñëó÷àéíî âûáðàòü M íàáëþäåíèé {(xij , yij)}
ïîñòðîèòü ãèïîòåçó î çíà÷åíèè íåèçâåñòíîãî âåêòîðà

p̂j

îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Sj íàáëþäåíèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ãèïîòåçå p̂j

Vj = |Sj |
Âûáðàòü

p̂ = p̂j : j = argmax Vj



Ïîëîæåíèå êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî
ïðîåêöèÿì òî÷åê

(πx , πy ) - ôóíêöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ

Äàíî Ìàòðèöà êàìåðû K , ïðîåêöèè (x̂i , ŷi )
N
i=1

, òî÷êè

(Xi ,Yi ,Zi )
N
i=1

Íàéòè V , òàêîå ÷òî R, t :∑
i∈V
‖πx(Xi ,Yi ,Zi ,K ,R, t)− x̂i‖2+

+
∑
i∈V
‖πy (Xi ,Yi ,Zi ,K ,R, t)− ŷi‖2 → min

R,t

ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ çàäàííîé

ïîãðåøíîñòüþ.



Ïîëîæåíèå êàìåðû ïî ïðîåêöèÿì òî÷åê

Ïóñòü èçâåñòíû êîîðäèíàòû N òî÷åê òðåõìåðíîãî

îáúåêòà {(Xi ,Yi ,Zi )}Ni=1
è èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü

èçîáðàæåíèÿ {(xi , yi )}Ni=1
. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

ìàòðèöû êàìåðû P ïî ýòèì äàííûì íàçûâàåòñÿ

çàäà÷åé Perspective-n-Point (PnP).

λi

 xi
yi
1

 = P


Xi

Yi

Zi

1

 , i = 1 . . .N.

Íåèçâåñòíû: λi ,P .



Ïîëîæåíèå êàìåðû îòíîñèòåëüíî îáúåêòà
(2)

λi

 xi
yi
1

 = P


Xi

Yi

Zi

1

 , i = 1 . . .N.

Íåèçâåñòíû: λi ,P .

Ñêîëüêî óðàâíåíèé?

Ñêîëüêî òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ îäíîçíà÷íîãî

ðåøåíèÿ?

Êàêèå âîçìîæíû íåîäíîçíà÷íîñòè?

Åñëè P = K [R t], òî ñêîëüêî òî÷åê äîëæíî õâàòàòü?



Ïîëîæåíèå êàìåðû îòíîñèòåëüíî îáúåêòà
(2)

λi

 xi
yi
1

 = P


Xi

Yi

Zi

1

 , i = 1 . . .N.

Íåèçâåñòíû: λi ,P .

Ñêîëüêî óðàâíåíèé?

Ñêîëüêî òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ îäíîçíà÷íîãî

ðåøåíèÿ?

Êàêèå âîçìîæíû íåîäíîçíà÷íîñòè?

Åñëè P = K [R t], òî ñêîëüêî òî÷åê äîëæíî õâàòàòü?



Ïîëîæåíèå êàìåðû îòíîñèòåëüíî îáúåêòà
(2)

λi

 xi
yi
1

 = P


Xi

Yi

Zi

1

 , i = 1 . . .N.

Íåèçâåñòíû: λi ,P .

Ñêîëüêî óðàâíåíèé?

Ñêîëüêî òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ îäíîçíà÷íîãî
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Ïîëîæåíèå êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî
ïðîåêöèÿì òî÷åê: ìåòîä

Äîìíîæåíèå íà K−1

Ïîèñê P = [R t] ∈ M(3, 4)

Óòî÷íåíèå - ïîèñê φ, t : R = R(φ), φ ∈ R3

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ âûáðîñîâ, ïåðâûå 2 øàãà

íåîáõîäèìî çàïóñêàòü â öèêëå ïî ñëó÷àéíûì

ãèïîòåçàì



Äâóõêàìåðíîå ñîïîñòàâëåíèå

Ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàíà êàìåðîé C1.

λ1x2 = K [R t]

(
X

1

)
=⇒ e2 = Kt, x1 = λ2X

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç x2, e2:

l(x2, e2) = x2×e2 =h (K(Rλ3X+t))×Kt = λ3KRX×Kt =

= FX = λ2Fx1 =⇒ xT2Fx1 = 0



Äâóõêàìåðíîå ñîïîñòàâëåíèå (2)

Îïðåäåëåíèå Ýïèïîëÿðíàÿ ëèíèÿ (ïðÿìàÿ) - ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç ïðîåêöèþ öåíòðà îäíîé êàìåðû íà äðóãóþ.

Îïðåäåëåíèå Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà - ìàòðèöà, äîìíîæåíèå

êîòîðîé íà îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè

íà ïåðâóþ êàìåðó äàåò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

ýïèïîëÿðíîé ïðÿìîé íà âòîðîé êàìåðå.

l(x2, e2) = Fx1 =⇒ x2
TFx1 = 0

Çàïèñàâ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü

ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

Ïóñòü x̄1 = K−1x1, x̄2 = K−1x2. Àíàëîãè÷íî,

l(x̄2, ē2) = RX× t ≡ [t]xR x̄1,

Îòñþäà E = [t]xR ãäå [t]x - ìàòðèöà, äîìíîæåíèå íà

êîòîðóþ äàåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà t.



Ñóùåñòâåííàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå Ñóùåñòâåííàÿ ìàòðèöà - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà,

çàäàííàÿ äëÿ êàìåð, ó êîòîðûõ ìàòðèöà êàìåðû -

åäèíè÷íàÿ (K = I ).

SVD(E ) = Udiag(1, 1, 0)V T

Ïóñòü

W =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 Z =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 .

Âîçìîæíû äâå ôàêòîðèçàöèè E = SR :

S = UZUT , R = UWV T èëè R = UW TV T

Êàêàÿ èç ôàêòîðèçàöèé âåðíà, ðåøàåì ïðîâåðêîé

òîãî, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ òî÷êè ëåæàò ïåðåä êàìåðîé



Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé è ñóùåñòâåííîé
ìàòðèöû

Äàíû: ïàðû ïðîåêöèé òî÷åê íà ïåðâóþ è âòîðóþ

êàìåðó {(x̄i, ȳi)}Ni=1

Íàéòè: F (èëè E )
ñêîëüêî òî÷åê íàäî?

8-òî÷å÷íûé ìåòîä Ñîñòàâëÿåì Af = 0, ðåøàåì

7-òî÷å÷íûé ìåòîä Ïî îïðåäåëåíèþ,

rank(F ) = 2 =⇒ det(F ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

âçÿòü 7 òî÷åê, òîãäà f = αv7 + (1− α)v8, îòñþäà
íàõîäèì α : rank(F ) = 0.

Òàêæå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü RANSAC è ÌÌÏ. Ïðè

ïðèìåíåíèè RANSAC, 7-òî÷å÷íûé ìåòîä ñòàáèëüíåå.
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