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Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

x ∈ RN (N = 2, 3)

x →
(

x
1

)



Ìîäåëü ïðîåêòèâíîé êàìåðû

Ïîíÿòèÿ Óãîë îáçîðà θ, ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå f , ðàçìåð
ìàòðèöû W



Ïðîåêòèâíàÿ êàìåðà â 3D

u = f
X

Z
+ cx ; v = f

Y

Z
+ cy



Ïðîåêòèðîâàíèå â îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàòàõ

K =

 f 0 cx
0 f cy
0 0 1



λ

 u
v
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 K
0

0

0




X
Y
Z
1





Åâêëèäîâî ïðåîáðàçîâàíèå â îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàòàõ


X ′

Y ′

Z ′

1

 =

(
R t

0 0 0 1

) 
X
Y
Z
1





Ïðîåêòèðîâàíèå íà êàìåðó òî÷åê èç
ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

λ

 u
v
1

 = K (R t)


X
Y
Z
1





Îñíîâíûå çàäà÷è ãåîìåòðèè â
êîìïüþòåðíîì çðåíèè

îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî

ïðîåêöèÿì òî÷åê

îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïî åå ïðîåêöèÿì íà

êàìåðû (òðèàíãóëÿöèÿ)

êàëèáðîâêà êàìåðû ïî ïðîåêöèÿì òî÷åê



Ïîëîæåíèå êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî
ïðîåêöèÿì òî÷åê

Äàíî Ìàòðèöà êàìåðû K , ïðîåêöèè (ui , vi )
N
i=1

, òî÷êè

(Xi ,Yi ,Zi )
N
i=1

Íàéòè R, t : ∑
i

‖πu(Xi ,Yi ,Zi ,K ,R, t)− ui‖2+

+
∑
i

‖πv (Xi ,Yi ,Zi ,K ,R, t)− vi‖2 → min
R,t

Åñëè âñå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîìó îáúåêòó, òî

çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó ðàêóðñà ñúåìêè îáúåêòà



Ïîëîæåíèå êàëèáðîâàííîé êàìåðû ïî
ïðîåêöèÿì òî÷åê: ìåòîä

Äîìíîæåíèå íà K−1

Ïîèñê P = [R t] ∈ M(3, 4)

Óòî÷íåíèå - ïîèñê φ, t : R = R(φ), φ ∈ R3



Ïîëîæåíèå êàìåðû îòíîñèòåëüíî òî÷åê
îáúåêòà

Ïóñòü èçâåñòíû êîîðäèíàòû N òî÷åê òðåõìåðíîãî

îáúåêòà {(Xi ,Yi ,Zi )}Ni=1
è èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü

èçîáðàæåíèÿ {(xi , yi )}Ni=1
. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

ìàòðèöû êàìåðû P ïî ýòèì äàííûì íàçûâàåòñÿ

çàäà÷åé Perspective-n-Point (PnP).

λi

 xi
yi
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 = P


Xi

Yi

Zi

1

 , i = 1 . . .N.

Íåèçâåñòíû: λi ,P .



Ïîëîæåíèå êàìåðû îòíîñèòåëüíî îáúåêòà
(2)
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Ñêîëüêî óðàâíåíèé?

Ñêîëüêî òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ îäíîçíà÷íîãî

ðåøåíèÿ?

Êàêèå âîçìîæíû íåîäíîçíà÷íîñòè?

Åñëè P = K [R t], òî ñêîëüêî òî÷åê äîëæíî õâàòàòü?
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Íåîäíîçíà÷íîñòü

Äâå ïîçèöèè òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó

èçîáðàæåíèþ



Ïàðàìåòðèçàöèÿ âðàùåíèé

Èçâåñòíûé ôàêò: ëþáîå âðàùåíèå åñòü ïîâîðîò

îòíîñèòåëüíî îäíîé îñè íà èçâåñòíûé óãîë. Ïóñòü

îñü n ∈ S2, óãîë θ ∈ R, òîãäà φ = nθ. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ R ïî φ:

θ = ‖φ‖, n = φ/‖φ‖.
ôîðìóëà Ðîäðèãà (Rodrigues) (ïî îñè è óãëó äàåò

ìàòðèöó ïîâîðîòà) - cv2.rogrigues â OpenCV



Ìåòîä Ëåâåíáåðãà Ìàðêâàðäòà

Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ íåëèíåéíûõ íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ: ∑
(xi − µi (w))2 → min

Åñòü áèáëèîòåêà levmar

http://users.ics.forth.gr/~lourakis/levmar/

http://users.ics.forth.gr/~lourakis/levmar/


Ãîìîãðàôèÿ

Îïðåäåëåíèå Ãîìîãðàôèÿ H - Îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn íà ñàìî ñåáÿ, òàêîå,

÷òî â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ îíî ïðåäñòàâèìî êàê

äîìíîæåíèå íà ìàòðèöó.

Ïðèìåð

x = (1, 1)T , H =

(
5 −5
0 5

)
y = Hx = ?



Ãîìîãðàôèÿ (2)

Óðàâíåíèå ïðÿìîé l â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P3:

lT x = 0

Ñâîéñòâî Ãîìîãðàôèÿ H ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå.

xH = Hx , lH = ?

lH = H−T l =⇒ lTH xH = 0.



Ãîìîãðàôèÿ (2)

Óðàâíåíèå ïðÿìîé l â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P3:

lT x = 0
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xH = Hx , lH = ?

lH = H−T l =⇒ lTH xH = 0.
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé l â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ íà
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Ãîìîãðàôèÿ ìåæäó ðåàëüíîé è
èçîáðàæåííîé ïëîñêîñòÿìè

x ≡ K [r1 r2 r3 t]


X
Y
0

1

 = K [r1 r2 t]

 X
Y
1





Âûáðîñû
Âûáðîñ (outlier) - íàáëþäåíèå, íå ïîä÷èíÿþùååñÿ

ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Íàïðèìåð:

yi = x + vi , v ∈ N(0, 1), i = 1 . . .K .

Ïóñòü x = 2

{yi} = {3.53263030828475
1.23033408624632

2.37137881276006

1.77441559772875

3.11735613881447

72.5746540499043

0.910935704947764

2.03255746416497

2.55252702111222

3.10061021788087

3.54421189550395}



Ôèëüòðàöèÿ âûáðîñîâ ìåòîäîì RANSAC

Çàäà÷à íàéòè x̂ ïî íàáëþäåíèÿì yi

Àëãîðèòì Â öèêëå ïî j = 1 . . .N

ñëó÷àéíî âûáðàòü M íàáëþäåíèé {yij}
ïîñòðîèòü ãèïîòåçó î çíà÷åíèè íåèçâåñòíîãî âåêòîðà

x̂j ïî {yi}
îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Sj íàáëþäåíèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ãèïîòåçå x̂j

Vj = |Sj |
Âûáðàòü

x̂ = x̂j : j = argmax Vj



Äâóõêàìåðíîå ñîïîñòàâëåíèå

Ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàíà êàìåðîé C1.

λ1x2 = K [R t]

(
X

1

)
=⇒ e2 = Kt, x1 = λ2X

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç x2, e2:

l(x2, e2) = x2×e2 ≡ (K (Rλ3X+t))×Kt = λ3KRX×Kt =

= FX = λ2Fx1 =⇒ xT2 Fx1 = 0



Äâóõêàìåðíîå ñîïîñòàâëåíèå (2)

Îïðåäåëåíèå Ýïèïîëÿðíàÿ ëèíèÿ (ïðÿìàÿ) - ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç ïðîåêöèþ öåíòðà îäíîé êàìåðû íà äðóãóþ.

Îïðåäåëåíèå Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà - ìàòðèöà, äîìíîæåíèå

êîòîðîé íà îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè

íà ïåðâóþ êàìåðó äàåò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

ýïèïîëÿðíîé ïðÿìîé íà âòîðîé êàìåðå.

l(x2, e2) = Fx1 =⇒ x2
TFx1 = 0

Çàïèñàâ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü

ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

Ïóñòü x̄1 = K−1x1, x̄2 = K−1x2. Àíàëîãè÷íî,

l(x̄2, ē2) = RX× t ≡ [t]xR x̄1,

Îòñþäà E = [t]xR ãäå [t]x - ìàòðèöà, äîìíîæåíèå íà

êîòîðóþ äàåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà t.



Ñóùåñòâåííàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå Ñóùåñòâåííàÿ ìàòðèöà - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà,

çàäàííàÿ äëÿ êàìåð, ó êîòîðûõ ìàòðèöà êàìåðû -

åäèíè÷íàÿ (K = I ).

SVD(E ) = Udiag(1, 1, 0)V T

Ïóñòü

W =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 Z =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 .

Âîçìîæíû äâå ôàêòîðèçàöèè E = SR :

S = UZUT , R = UWV T èëè R = UW TV T

Êàêàÿ èç ôàêòîðèçàöèé âåðíà, ðåøàåì ïðîâåðêîé

òîãî, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ òî÷êè ëåæàò ïåðåä êàìåðîé



Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé è ñóùåñòâåííîé
ìàòðèöû

Äàíû: ïàðû ïðîåêöèé òî÷åê íà ïåðâóþ è âòîðóþ

êàìåðó {(x̄i, ȳi)}Ni=1

Íàéòè: F (èëè E )
ñêîëüêî òî÷åê íàäî?

8-òî÷å÷íûé ìåòîä Ñîñòàâëÿåì Af = 0, ðåøàåì

7-òî÷å÷íûé ìåòîä Ïî îïðåäåëåíèþ,

rank(F ) = 2 =⇒ det(F ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

âçÿòü 7 òî÷åê, òîãäà f = αv7 + (1− α)v8, îòñþäà
íàõîäèì α : rank(F ) = 0.

Òàêæå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü RANSAC è ÌÌÏ. Ïðè

ïðèìåíåíèè RANSAC, 7-òî÷å÷íûé ìåòîä ñòàáèëüíåå.
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7-òî÷å÷íûé ìåòîä Ïî îïðåäåëåíèþ,

rank(F ) = 2 =⇒ det(F ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

âçÿòü 7 òî÷åê, òîãäà f = αv7 + (1− α)v8, îòñþäà
íàõîäèì α : rank(F ) = 0.

Òàêæå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü RANSAC è ÌÌÏ. Ïðè

ïðèìåíåíèè RANSAC, 7-òî÷å÷íûé ìåòîä ñòàáèëüíåå.



Ãîìîãðàôèÿ áåñêîíå÷íî äàëåêîé
ïëîñêîñòè

x ≡ K [r1 r2 r3 t]


X
Y
Z
0

 = K [r1 r2 r3]

 X
Y
Z


Íå çàâèñèò îò t (ýôôåêò ïàðàëëàêñà íàáëþäàåòñÿ
òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ òî÷åê).



Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ãîìîãðàôèè

Ìîäåëü:

1. λ

 x
y
1

 = P


X
Y
Z
1

 ïðîåêòèðîâàíèå

2.

(
x ′

y ′

)
=

(
x
y

)
+

(
vx
vy

)
çàøóìëåíèå

íàõîæäåíèå ãîìîãðàôèè áåç øóìîâ ïî ïàðàì

òî÷êà-ïðîåêöèÿ - DLT

óñòîé÷èâîñòü ê øóìàì - MLE

âîçìîæíîñòü íå ó÷èòûâàòü ëîæíûå ñîîòâåòñòâèÿ

�òî÷êà-ïðîåêöèÿ� (ò.í. âûáðîñû, outliers) - RANSAC



1. Íàõîæäåíèå ãîìîãðàôèè ìåòîäîì
Direct Linear Transformation

λixi
′ = Hx =⇒ xi

′ × Hxi = 0.

Äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ (ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

À ñêîëüêî óðàâíåíèé íóæíî?

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó âèäà

Ah = 0, h − âåêòîðèçîâàííàÿ ìàòðèöà H

svd : A = USV T =⇒ ‖Avn‖ = min
v : ‖v‖=1

‖Av‖,

V = [v1 . . . vn]



SVD - Singular Value Decomposition

A = USV T

Ëþáàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ îðòîãîíàëüíîé U, äèàãîíàëüíîé
ïðÿìîóãîëüíîé S è äðóãîé îðòîãîíàëüíîé V

S = diag(s1, . . . , sn), s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sn ≥ 0.

Êîãäà U = V ?



2. Óñòîé÷èâîñòü ê øóìàì

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (MLE, ÌÌÏ)

Îáîçíà÷èì x êàê íàáëþäåíèå, w êàê ïàðàìåòð

ìîäåëè. Òîãäà ÌÌÏ çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè

P(x |w)→ max

Åñëè P(x |w) ∈ N (µ,Σ), òî

P(x |w) =
1

σ
√
2π

e
−

∑ (xi−µi (w))2

2σ2
i

Ïóñòü ∀i σi = σ. Òîãäà

P(x |w)→ max⇔ ln P(x |w)→ max⇔∑
(xi − µi (w))2 → min



2. Óñòîé÷èâîñòü ê øóìàì (2)

Ìåòîä Ëåâåíáåðãà Ìàðêâàðäòà

Ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé

â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé íàáëþäåíèé è

çíà÷åíèé ôóíêöèé∑
(xi − µi (w))2 → min

Åñòü áèáëèîòåêà levmar

http://users.ics.forth.gr/~lourakis/levmar/

http://users.ics.forth.gr/~lourakis/levmar/


3. Óñòîé÷èâîñòü ê âûáðîñàì: RANSAC
(Random Sample Consensus)

Ïóñòü âûáîðêà ïàð �òî÷êà-ïðîåêöèÿ� ñîäåðæèò òàêæå

îøèáî÷íûå, íåâåðíî ñîïîñòàâëåííûå ïàðû. Ñòîèò

çàäà÷à âûÿâèòü ìîäåëü è ìíîæåñòâî ïàð, ñ íåé

ñîãëàñîâàííûõ



Â öèêëå

Âûáðàòü ñëó÷àéíî k ïàð (äîñòàòî÷íî äëÿ ãèïîòåçû î

çíà÷åíèè ìàòðèöû ãîìîãðàôèè)

Ïîñ÷èòàòü ãîìîãðàôèþ ïî k âûáðàííûì ïàðàì

Ïðîâåðèòü âñå îñòàëüíûå ïàðû: ïîäõîäÿò ëè îíè ïîä

ïîñòðîåííóþ ãèïîòåçó?

Âûïîëíÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èòåðàöèé ëèáî äî

ìîìåíòà, ïîêà çàäàííûé ïðîöåíò èìåþùèõñÿ ïàð íå

ïîäîéäåò ïîä ìîäåëü

Ïðîáëåìû: ñëó÷àéíûé õàðàêòåð (ðàç îò ðàçó

ïðîãðàììà âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó), ñëîæíîñòè ñ

ïðîâåðêîé, ïîäõîäÿò ëè ïàðû ïîä ãèïîòåçó



Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ êàìåðû ïî
òî÷êàì îáúåêòà è èõ ïðîåêöèÿì

Àíàëîãè÷íî ïîäñ÷åòó ãîìîãðàôèè.

Ñêîëüêî ïàð òî÷êà-ïðîåêöèÿ íóæíî äëÿ DLT â ýòîì

ñëó÷àå?

Ñêîëüêî èòåðàöèé RANSAC íóæíî â ýòîé çàäà÷å,

åñëè 60% ïàð òî÷êà-ïðîåêöèÿ - îøèáî÷íûå?



Äâóõêàìåðíîå ñîïîñòàâëåíèå

Ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîíàïðàâëåíà ñ êàìåðîé C1.

x2 ≡ K [R t]

(
X

1

)
=⇒ e2 = Kt, x1 ≡ X

l(x2, e2) = x2 × e2 ≡ (KRX + Kt)×Kt = KRX×Kt =

= FX ≡ Fx1 − ïðÿìàÿ



Äâóõêàìåðíîå ñîïîñòàâëåíèå (2)

Îïðåäåëåíèå Ýïèïîëÿðíàÿ ëèíèÿ (ïðÿìàÿ) - ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç ïðîåêöèþ öåíòðà îäíîé êàìåðû íà äðóãóþ.

Îïðåäåëåíèå Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà - ìàòðèöà, äîìíîæåíèå

êîòîðîé íà îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè

íà ïåðâóþ êàìåðó äàåò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

ýïèïîëÿðíîé ïðÿìîé íà âòîðîé êàìåðå.

l(x2, e2) ≡ Fx1 =⇒ x2
TFx1 = 0

Çàïèñàâ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ïðîåêöèè òî÷åê,

ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

Ïóñòü x̄1 = K−1x1, x̄2 = K−1x2. Àíàëîãè÷íî,

l(x̄2, ē2) = RX× t ≡ [t]xR x̄1,

Îòñþäà E = [t]xR ãäå [t]x - ìàòðèöà, äîìíîæåíèå íà

êîòîðóþ äàåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà t.



Ñóùåñòâåííàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå Ñóùåñòâåííàÿ ìàòðèöà - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà,

çàäàííàÿ äëÿ êàìåð, ó êîòîðûõ ìàòðèöà êàìåðû -

åäèíè÷íàÿ (K = I ).

SVD(E ) = Udiag(1, 1, 0)V T

Ïóñòü

W =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 Z =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 .

Âîçìîæíû äâå ôàêòîðèçàöèè E = SR :

S = UZUT , R = UWV T èëè R = UW TV T

Êàêàÿ èç ôàêòîðèçàöèé âåðíà, ðåøàåì ïðîâåðêîé

òîãî, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ òî÷êè ëåæàò ïåðåä êàìåðîé



Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé è ñóùåñòâåííîé
ìàòðèöû

Äàíû: ïàðû ïðîåêöèé òî÷åê íà ïåðâóþ è âòîðóþ

êàìåðó {(x̄i, ȳi)}Ni=1

Íàéòè: F (èëè E )
ñêîëüêî òî÷åê íàäî?

8-òî÷å÷íûé ìåòîä Ñîñòàâëÿåì Af = 0, ðåøàåì

7-òî÷å÷íûé ìåòîä Ïî îïðåäåëåíèþ,

rank(F ) = 2 =⇒ det(F ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

âçÿòü 7 òî÷åê, òîãäà f = αv7 + (1− α)v8, îòñþäà
íàõîäèì α : rank(F ) = 0.

Òàêæå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü RANSAC è ÌÌÏ. Ïðè

ïðèìåíåíèè RANSAC, 7-òî÷å÷íûé ìåòîä ñòàáèëüíåå.
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Çàäà÷è

1. Èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöû, ïåðåâîäÿùåé êîîðäèíàòû ïðîåêöèè íà

ïåðâóþ êàìåðó â êîîðäèíàòû ïðÿìîé íà âòîðîé

êàìåðå. Êàê ÷åðåç íåå âûðàçèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ

ìàòðèöó, ïåðåâîäÿùóþ êîîðäèíàòû ïðîåêöèè íà

âòîðóþ êàìåðó - â êîîðäèíàòû ïðÿìîé íà ïåðâîé

êàìåðå?

2.
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