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Áûëî â ïðîøëûé ðàç

Çàäà÷à îáó÷åíèÿ:

Íåîáõîäèìî íàéòè íàèëó÷øåå h ∈ H èç äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà ãèïîòåç
Äëÿ ãèïîòåçû h îïðåäåëèì

in sample error (îøèáêà ïî âûáîðêå) Ein(h) = ν

out of sample error (îøèáêà ïî ïðîñòðàíñòâó)
Eout(h) = µ

Íåðàâåíñòââî Áåðíøòåéíà:

P(|Ein(h)− Eout(h)| > ε) ≤ 2e−2ε
2N



Àíàëèç êîíå÷íîé âûáîðêè: ÷èñëî
äèõîòîìèé

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè. Ïóñòü åñòü âûáîðêà
x1, . . . , xN , à òàêæå íàáîð áèíàðíûõ çíà÷åíèé
y1, . . . , yN , çàäàþùèõ ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà
îäíîìó èç äâóõ êëàññîâ.

Ñêîëüêî âàðèàíòîâ y1, . . . , yN?



Àíàëèç êîíå÷íîé âûáîðêè: ÷èñëî
äèõîòîìèé (2)

Îáîçíà÷èì êàê |H(x1, . . . , xN)| ÷èñëî äèõîòîìèé (ò.å.
ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ y1, . . . , yN , êîòîðîå ñìîæåò
ïîðîäèòü íàø íàáîð ãèïîòåç H.
Òîãäà |H(x1, . . . , xN)| ≤ 2N .
Â òî æå âðåìÿ ñàìî ìíîæåñòâî ãèïîòåç H ìîæåò
áûòü áåñêîíå÷íî.
Ïðèìåð: X =òî÷êè íà ïëîñêîñòè, H = ïðèÿìûå íà
ïëîñêîñòè
Âûáîðêà èç òðåõ òî÷åê x1, x2, x3,
|H(x1, x2, x3)| = 23 = 8.



Àíàëèç êîíå÷íîé âûáîðêè: ÷èñëî
äèõîòîìèé (2)

Îáîçíà÷èì êàê |H(x1, . . . , xN)| ÷èñëî äèõîòîìèé (ò.å.
ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ y1, . . . , yN , êîòîðîå ñìîæåò
ïîðîäèòü íàø íàáîð ãèïîòåç H.
Òîãäà |H(x1, . . . , xN)| ≤ 2N .
Â òî æå âðåìÿ ñàìî ìíîæåñòâî ãèïîòåç H ìîæåò
áûòü áåñêîíå÷íî.
Ïðèìåð: X =òî÷êè íà ïëîñêîñòè, H = ïðèÿìûå íà
ïëîñêîñòè
Âûáîðêà èç òðåõ òî÷åê x1, x2, x3,
|H(x1, x2, x3)| = 23 = 8.



Ôóíêöèÿ ðîñòà mH(N)

Ôóíêöèÿ ðîñòà mH(N) - äëÿ ëþáûõ N òî÷åê
x1, . . . , xN

mH(N) = maxx1,...,xN |H(x1, . . . , xN)|



Ïðèìåð ôóíêöèè ðîñòà mH(N)

Äëÿ ïåðöåïòðîíà è xi ∈ R2

mH(3) = 8 = 23 mH(4) = 14 < 24

Íå ñ÷èòàåì ìíîæåñòâà ìåðû 0



Ïðèìåðû

Ãèïîòåçû: ëó÷è íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ
mH(N) =?

Ãèïîòåçû: èíòåðâàëû íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ
mH(N) =?

Ãèïîòåçû: âûïóêëûå ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâå òî÷åê:
ïëîñêîñòü mH(N) =?



Òî÷êà ðàçðûâà

Åñëè äëÿ êàêîãî-òî k ∈ N mH(k) < 2k òî k
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà

Ïðèìåð: k = 4 äëÿ ïåðöåïòðîíà íà ïëîñêîñòè

Ãèïîòåçû: ëó÷è íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ; òî÷êà
ðàçðûâà?

Ãèïîòåçû: èíòåðâàëû íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ;
òî÷êà ðàçðûâà?

Ãèïîòåçû: âûïóêëûå ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâå òî÷åê:
ïëîñêîñòü; òî÷êà ðàçðûâà?



Òî÷êà ðàçðûâà

Âûâîä: íàëè÷èå (êîíå÷íîé) òî÷êè ðàçðûâà îçíà÷àåò
íàëè÷èå ïîëèíîìèàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ
ðîñòà mH(N)



Çàäà÷à

Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà ðàçðûâà 2. Ñêîëüêî äèõîòîìèé
ìîæåò áûòü äëÿ òðåõ ýëåìåíòîâ â âûáîðêå?



Äîêàæåì

Ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå äëÿ ôóíêöèè ðîñòà
(êîíå÷íàÿ òî÷êà ðàçðûâà)
Èñïîëüçîâàíèå mH(N) âìåñòî M â íåðàâåíñòâå
Õåôäèíãà



Ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå äëÿ
ôóíêöèè ðîñòà

Âûïèøåì âñå ðåàëèçóåìûå äèõîòîìèè â òàáëèöó

Ðàçäåëèì íà 2 ñèòóàöèè: S1 : äëÿ xN åñòü 1 âàðèàíò
(+1 ëèáî -1) ëèáî S2: 2 âàðèàíòà (+1 è -1)



Ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå äëÿ
ôóíêöèè ðîñòà

B(N, k) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äèõîòîìèé äëÿ âûáîðêè
ðàçìåðà N ïðè íàëè÷èè òî÷êè ðàçðûâà k
B(N, k) = α + 2β
α + β ≤ B(N − 1, k)
β ≤ B(N − 1, k − 1)
B(N, k) ≤ B(N − 1, k) + B(N − 1, k − 1)



Îãðàíè÷åíèå äëÿ B(N , k)

Òåîðåìà

B(N, k) ≤
k−1∑
i=0

C i
N

Äîêàçàòåëüñòâî: èíäóêöèÿ
èíäóêöèîííûé øàã:

k−1∑
i=0

C i
N =

k−1∑
i=0

C i
N−1 +

k−2∑
i=0

C i
N



Èòîãî: äëÿ ôóíêöèè ðîñòà

Ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå

mH(N) ≤
k−1∑
i=0

C i
N

Ïðèìåðû îöåíîê:

Ãèïîòåçû: ëó÷è íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ;
mH(N) = N + 1 ≤ N + 1

Ãèïîòåçû: èíòåðâàëû íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ;
mH(N) = N2

2
+ N

2
+ 1 ≤ N2

2
+ N

2
+ 1

Ãèïîòåçû: ïåðöåïòðîíû íà ìíîæåñòâå òî÷åê:
ïëîñêîñòü; mH(N) =? ≤ N3

6
+ 5N

6
+ 1



Èòîãî: äëÿ ôóíêöèè ðîñòà

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü mH(N) âìåñòî M
Êëþ÷åâûå ñîîáðàæåíèÿ: ïðåäñòàâèòü Ein − Eout ñ
ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé âûáîðêè äðóãèõ N çíà÷åíèé, ò.å.
âûðàçèòü Ein − Eout ñ ïîìîùüþ Ein − Ein2



Íåðàâåíñòâî Âàïíèêà - ×åðâîíåíêèñà
(VC)

P(|Ein(g)− Eout(g)| > ε) ≤ 4mH(2N)e−
1

8
ε2N



Ðàçìåðíîñòü VC

dVC = íàèáîëüøåå N, äëÿ êîòîðîãî mH(N) = 2N

(dVC = k − 1 äëÿ k - òî÷êà ðàçðûâà)

Ãèïîòåçû: ëó÷è íà ìíîæåñòâå òî÷åê: ïðÿìàÿ; dVC = 1

Ãèïîòåçû: ïåðöåïòðîíû íà ìíîæåñòâå òî÷åê:
ïëîñêîñòü; dVC = 3

Ãèïîòåçû: âûïóêëûå ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâå òî÷åê:
ïëîñêîñòü; dVC =∞



Ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Âàïíèêà -
×åðâîíåíêèñà (VC)

Íåðàâåíñòâî VC:

P(|Ein(g)− Eout(g)| > ε) ≤ 4mH(2N)e−
1

8
ε2N

Çàâèñèìîñòü N îò d : ðàññìîòðèì Nde−N

Çàâèñèìîñòü Nde−N äëÿ d = 5, 10, 15, 20, 25, 30



Ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Âàïíèêà -
×åðâîíåíêèñà (VC)

Íåðàâåíñòâî VC:

P(|Ein(g)− Eout(g)| > ε) ≤ δ

δ = 4mH(2N)e−
1

8
ε2N ⇒ ε =

√
8

N
ln
4mH(2N)

δ

Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− δ, |Eout − Ein| ≤ Ω(N,H, δ)



PCA (Principal Component Analysis)

PCA-Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò
Åñòü íàáîð âåêòîðîâ x1, . . . , xN ∈ Rq

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü áàçèñ èç s << q ýëåìåíòîâ
b1, . . . , bs , â êîòîðîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü xi ñ
ìèíèìàëüíîé îøèáêîé
Îáîçíà÷èì êàê x̂i ïðîåêöèþ xi íà ïîäïðîñòðàíñòâî,
çàäàííîå ýòèì áàçèñîì

N∑
i=1

‖xi − x̂i‖ → min



Ïðèìåíåíèå â ìàøèííîì îáó÷åíèè

Êëàññèôèêàöèÿ:
Èç êàæäîãî êëàññà âûáèðàåòñÿ ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëþ xc1, . . . è çàòåì îáðàçåö x îòíîñèòñÿ ê
êëàññó C ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè

ρ(x , i) = ‖x̂ − x̂ci‖ C = argminiρ(x , i).

Êàêîå çíà÷åíèå dvc ?



PCA: äåòàëè àëãîðèòìà

x1, . . . , xN

1 öåíòðèðîâàòü (x̄i = xi − x̄ , x̄ = 1

N

∑
xi )

2 ñîñòàâèòü ìàòðèöó X = (x1 x2 . . . xN)T

3 âû÷èñëèòü X = USV ′ - svd− ðàçëîæåíèå

4 ðåçóëüòàò - ïåðâûå s ñòîëáöîâ ìàòðèöû V .



Ïðèìåð: ðàñïîçíàâàíèå ëèö: eigenfaces
(Turk, Pentland 1991)
Êëàññ = ÷åëîâåê, xi = èçîáðàæåíèå ëèöà
Ïåðâûå 6 "ãëàâíûõ âåêòîðîâ" äëÿ íàáîðà ëèö Miss
Korea 2013

(http://jbhuang0604.blogspot.ru/2013/04/miss-korea-
2013-contestants-face.html)
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